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ABSTRACT
T h is  pap er  i s  c o n c e r n e d  a b o u t  t h e  c o n c e p t  o f  l o q i c :  and ab o u t  th e  r e l a t i o n s  between  
l o g i c  and l a n g u a g e ,  l o g i c  and c a l c u l u s .
To t h i s  end the  a l g e b r a i c  methods  o f  l o g i c  a re  f u r t h e r  e l a b o r a t e d ,  u s i n g  th e  book 
" C y l i n d r i c  A lg e b r a s"  o f  H enkin ,  Monk and T a r s k i  / P u b l i s h e d  in  1 9 7 1 /  a s  a s t a r t i n g  p o i n t .  
By t h e s e  methods th e  a l g e b r a i c  s t r u c t u r e  o f  f i r s t  o r d e r  l o g i c  / s y n t a x  and s e m a n t i c s  as  
w e l l /  i s  i n v e s t i g a t e d ,  and a t  t h e  end f i r s t  o r d e r  l o g i c  i s  r e c o n s t r u c t e d  i n  a n a t u r a l ,  
p u r e l y  a l g e b r a i c  manner. One o f  t h e  main r e s u l t s  i s  t h e  p u r e l y  a l g e b r a i c  c o n s t r u c t i o n  
o f  f i r s t - o r d e r  s e m a n t i c s .  I t  i s  shown by e x a m p le s  t h a t  t h e  r e s u l t s  a re  n o t  n e c e s s a r i l y  
r e s t r i c t e d  t o  f i r s t - o r d e r  l o g i c .
The main r e s u l t s  o f  t h e  p ap er  can be u se d  i n  a r t i f i c i a l  i n t e l l i g e n c e  /and i n  computa­
t i o n a l  l o g i c ,  programming t h e o r y  e t c . /  t o  s y n t h e t i s e  a d e q u a te  l o g i c a l  s y s t e m s  /and  
l a n g u a g e s /  f o r  t h e  d i f f e r e n t  p r o b le m s .
РЕЗЮМЕ
Данная р а бота  освещает понятие логики,  связи  между логикой и языком и между логикой и ис ­
числением. Для э т о г о  п р е д л а г а е т с я  чисто  а л геб р а и ч еск и е  методы, которые развивают методы,  
разработанные в книге Хенкин, Монк и Тарски "Цилиндрические алгебры".  При помощи этих ме­
тодов выясняется а л геб р а и ч еск а я  струк тура  / с и н т а к с и с а  и сем антики/  предикатного  исчисления  
п ер в ого  порядка.  Центральное м есто  занимает м атематическое  п остр оен и е  семантики.
Результаты работы дают эффективное с р е д с т в о  для теории и с к у с ст в е н н о г о  и н тел лект а .  Они по­
зволяют си н т ези р о в а т ь  адекватную решаемой проблеме л о г и к у .  В первой главе  и в списке  оп р е­
делений приводятся необходимые для понимания изложенного материала понятия.
KIVONAT
J e l e n  d o l g o z a t  t i s z t á z z a  a l o g i k a  f o g a l m á t  é s  a l o g i k a - n y e l v ,  l o g i k a - k a l k u l u s  k a p c s o l a ­
t o k a t .  Ehhez a l o g i k a  t i s z t á n  a l g e b r a i  v i z s g á l a t i  m ó d s z e r e i  vannak k i d o l g o z v a ,  amelyek  
a H en k in ,  Monk, T a r s k i :  " C y l i n d r i c  a l g e b r a s "  c .  kön yvben  k i d o l g o z o t t  m ód szerek  t o v á b b ­
f e j l e s z t é s e i .  Ezen m ód szerek  s e g í t s é g é v e l  a s z e r z ő k  t i s z t á z z á k  az e l s ő r e n d ű  p r e d i k á t u m -  
k a l k u l u s  a l g e b r a i  s t r u k t ú r á j á t  / s z i n t a k t i k á j á t  é s  s z e m a n t i k á j á t / .  A d o l g o z a t  e g y i k  l é n y e ­
g e s  eredm én ye  a s z e m a n t i k a  t i s z t á n  m a t e m a t i k a i  f e l é p í t é s e .
A tan u lm án y  e r e d m é n y e i  a m e s t e r s é g e s  i n t e l l i g e n c i a e l m é l e t  szám ára  ig en  h a t é k o n y  e s z k ö z ö ­
k e t  n y ú j t a n a k ,  am e lyek  s e g í t s é g é v e l  a m ego ldandó  p ro b lém á k h o z  a d e k v á t  l o g i k á k  s z i n t é z i ­
s e  e l v é g e z h e t ő .
A tan u lm á n y  m e g é r t é s é h e z  s z ü k s é g e s  a l a p i s m e r e t e k  az e l s ő  f e j e z e t b e n  é s  a d e f i n í c i ó -  
j e g y z é k b e n  vannak megadva.
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E L Ő S Z Ó
Ez a tanulm ány az e lső re n d ű  p red ik á tu m k alk u lu s4' a lg e b ra i  tu la jd o n s á g a i t
v iz s g á l j a .  K ís é r le te t  t e s z  a  p red ik á tu m k alk u lu s  t i s z t á n  a lg e b ra i  e l ő á l l i -
t á s á r a ,  a z t a  c é l t  t a r t v a  szem e l ő t t ,  hogy az a lg e b ra i  k o n s tru k c ió  e lé g
te rm é sz e te s  m aradjon ahhoz, hogy az a lg e b ra  e sz k ö z e it  hatékonyan  leh esse n
* * /
r á  a lk a lm a z n i, v is z o n t ugyanakkor a  lo g ik a i  lényeg  se to r z u l jo n  e l .
A f e n t i  c é l  m e g v á ló é itá sá ra  k ín á lk o z o tt  k é t ,  ma már k la s sz ik u sn a k  nevez­
hető  i r á n y z a t :  a  p o lia d ik u s  a lg e b rá k  e lm é le te  [kalmos 62]  é s  a  c i l i n d r i -
kus a lg e b rá k  e lm é le te  [Henkin-M onk-Tareki 7 l l  vagy ezek s z in té z i s é r e
fő­
irá n y ú  ló  tö re k v é se k  v a la m e ly ik e , p l .  [Lucas 68] • Különböző m egfonto lások
a la p já n  a  c i l i n d r ik u s  a lg e b rá k  e lm é le té t  v á la s z to t tu k .  E m egfonto lások  
k ö z ö tt s z e r e p e l t  az i s ,  hogy a c i l i n d r ik u s  a lg e b rá k  e lm é le té rő l  1971-b en  
m eg je len t egy 5°° o ld a la s  könyv, mely az e lm é le t u n iv e r z á l i s  a lg e b ra i  vo­
n a tk o z á s a i t  -  tudunkkal -  "páratlan** m élységgel do lg o zza  k i .  A tanulm ány 
t e l j e s e n  e r r e  a  könyvre([H enkin-M onk-T arski 71] )  é p ü l ,  m elyet a  tovább iakban  
" a  könyv" -k é n t id ézü n k .
V
A tanulm ány k ö z e li té sm ó d já t  nemcsak e lső re n d ű  p re d ik á tu m k a lk u lu s ra , hanem 
p l .  n -e d ren d ü  p re d ik á tu m k a lk u lu s ra  [A ndréka-G ergely-N ém eti 73a] é s  tö b b ­
f a  j t á j u  p re d ik á tu m k a lk u lu s ra  [ A ndréka-G ergely-N ém eti 73b] i s  a lk a lm az tu k , 
de a  rö v id sé g  érdekében  ezek re  i t t  nem té rü n k  k i .
« /
A f e n t i  problém a m ego ldására  semmiképpen nem a lka lm as az o ly an  k ö ze líté sm ó d , 
m int p l .  a  Lindenbaum a lg e b ra  v iz s g á l a t a ,  h is z e n  ez a  z á r t  fo rm u lák ra  k o r lá ­
to z ó d ik , é s  p l .  a  k v a n to ro k ró l nem mond sem m it. E k ö ze lité sm ó d o t p ró b á ltu k  
á l t a l á n o s í t a n i  n y i t o t t  fo rm u lák ra  az [A ndr. 72 ]  -b e n , ehhez ren d ezések  h e ly e t t  
e lő rendezéB eke t h a sz n á ltu n k .
I l l
A tanulm ány e le jé n  b ev e z e tjü k  a lo k á l is a n  fü g g e tle n ü l véges c i l in d r ik u s  
halm azalgeb rák  o s z tá ly á t  ( a  tovább iakban  « 6 г ) ( m elyre a lo g ik a i t é t e l e k  
b iz o n y ítá s á n á l  ( é s  egy részüknek  k im ondásánál) van szükség . A könyv ez t 
az a lg e b r a o s z tá ly t  nem d e f i n i á l j a .  A lo g ik a i  t é te le k n é l  szükség van a 
c i l in d r ik u s  a lg e b rá k  é s  cír k ö z ti  azon ö ssz e fü g g é s re , hogy SÍP Jjj = 5iP Lf } 
ah o l Lf a  lo k á l is a n  véges c i l in d r ik u s  a lg eb rák  o s z tá ly a .  E t é t e l  b izo ­
n y ítá sá h o z  szükségünk v o l t  a Gödel t e l j e s s é g i  t é t e l  egy á l t a l á n o s í t o t t  
v á l to z a tá r a  é s  egy r e p r e z e n tá c ió té te l r e  a c i l in d r ik u s  a lg eb rák  e lm é le té ­
b ő l .  A tanulm ányban m in d k e ttő t kimondjuk és  b iz o n y l t ju k . Az u tó b b i t é t e l t  
a könyv egy m egjegyzésben ( l . l l . 2 . )  k ö rv o n a lazza , p re c iz  kim ondását és  
b iz o n y í tá s á t  a második r é s z r e  Í g é r i .  Az edd ig  e lm ondo ttakat a tanulm ány
I .  éB I I .  f e je z e te  ta r ta lm a z z a . A tanulm ány lényeges eredményei a I I I .  f e ­
je z e tb e n  t a l á lh a tó k .
A p red ik á tu m k a lk u lu s  a lg e b ra i  v iz s g á la tá t  m egkönny íte tte  az a té n y , hogy 
[A ndréka-G ergely-N ém eti 73a] -b a n  p re c íz e n  b iz o n y í to t tu k ,  hogy a  függvény­
j e l e s  lo g ik a  v is s z a v e z e th e tő  a függvényj e lm entes lo g ik á ra ,  s ő t ,  a  v is s z a ­
v e z e té s t  k o n k ré tan  meg i s  a d tu k . Ennek a la p já n  pon tosan  le h e t tu d n i ,  hogy 
a függvényj e lm entes lo g ik á ra  é rvényes t é t e l e k  közü l melyek és  hogyan érvé­
nyesek a  fü g g v é n y je le s  lo g ik á ra .  E z é rt a  je le n  tanulm ányban e lé g  a  függvény— 
jel.m entes lo g ik á t  v i z s g á ln i .
IV
A I I I . 2 . f e je z e tb e n  a  T - t ip u s u  e lső ren d ű  form ulák  halm azán ( TT ) 
é r te lm e z e t t  szem antikus e k v iv a le n c iá t  ( s  ) e l ő á l l í t j u k  m int a  c i l i n d r i -  
kus a lg eb rák  v a lam ily en  d e f in iá ló  r e lá c ió k  ( ) a l a t t  szabad kongruen­
c i á j á t  у fo rm álisan*
= -  С ?  CA
Tehát a ta u to ló g ik u s  fo rm u la a lg e b ra  az R  ^ a l a t t  szabad c i l in d r ik u s  a lg eb ­
r a .
Ezen túlm enően a lo g ik a  sz e rk e z e té n e k  r é s z le te s e b b  v iz s g á la t á r a  a  k ié r té k e lő  
függvényt (m ely minden form ulához megmondja, hogy mely in te rp re tá o ió k b a n  
mely k ié r té k e lé s e k  m e l le t t  ig a z )  e l ő á l l í t j u k ,  m int az Jjy a lg e b ra o s z tá ly  
Rt  a l a t t  szabad  s z o r z a tá t .
A p red ik á tu m k a lk u lu s  ig y  k a p o tt a lg e b ra i  e l ő á l l í t á s a  csak  ré sz b e n  f e l e l  
meg a  ko rább iakban  v á z o lt  c é ln a k , m ivel az a lg e b ra i  k o n s tru k c ió  nem e lé g  
te rm é s z e te s .  P ontosabban , az d i f i n i á l ó  r e lá c ió k  s z e rk e z e te  lé g b ő lk a p o tt
aminek az az oka, hogy a  v iz s g á l t  nye lv  (ezen  b e lü l  a  prim form ulák )
s z e rk e z e te  lé g b ő lk a p o t t ,  i l l .  kényelm i szem pontokat tü k rö z . E z é r t a
I I I . 3 . f e je z e tb e n  m eg fo sz tju k  az e lső re n d ű  p re d ik á tu m k a lk u lu s t a  rá ra k ó d o tt  
f ö lö s le g e s  s z e r k e z e t tő l  é s  bevezetünk  egy v á lto z ó je lm e n te s  lo g ik á t ,  mely 
t e l j e s e n  e k v iv a le n s  az e lő b b iv e l .  A v á lto z ó je lm e n te s  lo g ik áb an  e g y sz e rü s itő  
je lö lé s e k e t  b ev eze tv e  (a  lo g ik a  m e g v á lto z ta tá sa  n é lk ü l)  v is s z a n y e rh e t jü k  a  
szokásos e lső re n d ű  lo g ik á k a t ,  p l .  v á l t o z ó j e l e s ,  fü g g v é n y je le s , tö b b f a j t á ju  
s tb .  lo g ik á t .
VEvvel a  p red ik á tu m k a lk u lu s  a lg e b ra i  v iz s g á la tá b a n  e l ju to t tu n k  a r r a  a 
s z i n t r e ,  m elyen az Í t é l e tk a lk u lu s  a lg e b ra i  v iz s g á la ta  á l l :  ahogyan az 
Í t é l e tk a lk u lu s  ta u to lo g ik u s  fo rm u la a lg e b rá ja  a  szabad B o o le -a lg eb ra , úgy 
a  - t - t i p u s u  v á lto z ó je lm e n te s  p red ik á tu m k alk u lu s  ta u to ló g ik u s  fo rm u laa l­
g e b rá ja  a  *fc - v e i  d im e n z ió k o rlá to z o tt szabad c i l in d r ik u s  a lgeb ra*  Hason­
ló a n , a  k ié r té k e lő  függvény az Jjy a lg e b ra o s z tá ly  i  - v e i  dim enziókor­
l á to z o t t  szabad s z o r z a ta .  Az ig y  k a p o tt a lg e b ra i  k o n s tru k c ió  mostmár 
e lé g  te rm é s z e te s ,  m ert a  d im en z ió k o rlá to zá s  egy e lé g  te rm é sz e te s  a lgeb ­
r a i  fogalom , mely k i t e r j e d t  e lm é le t te l  re n d e lk ez ik *  A
111*4* f e je z e tb e n  b iz o n y í t ju k  a  f e lh a s z n á l t  eszközök, p l*  a  d e f in iá ló ­
r e lá c ió k  e lk e r ü lh e te t le n s é g é t*  A lo g ik á t  módosítva azonban az a lg e b ra i  
k o n s tru k c ió  e g y s z e rű s í té s e  tovább  f o ly ta th a tó :  A
IV* f e j e z e t  k i t é r  egy o ly an  lo g ik á ra ,  melynek k i f e je z ő e r e je  megegyezik az 
e lső re n d ű  p re d ik á tu m k a lk u lu sév a l é s  m elyre az e lső re n d ű  p red iká tum kalku lus 
b izonyos é rte lem b en  v is s z a v e z e th e tő  (o lyan  é r te le m b e n , ahogy az egyen lő sé - 
gee lo g ik a  v is s z a v e z e th e tő  az egyen lőségm entesre)*  Ez a  lo g ik a  mostmár még 
egyszerűbb  a lg e b ra i  eszközökkel é p í th e tő  f e l :  n in c s  szükség  sem d e f in iá ló -  
r e lá c ió k r a ,  sem d im en z ió k o rlá to zá sra*
f i iGk, CA --ndkN y ito t t  k é rd é s  marad a  I I I * f e j e z e t  eredm ényeinek, p l*  = 
k ö z v e tle n  b iz o n y í tá s a  a  t e l j e s s é g i  t é t e l  f e lh a s z n á lá s a  n é lk ü l .  Ez term észe­
te s e n  a  t e l j e s s é g i  t é t e l  egy u j  b iz o n y í tá s i  m ódját s z o lg á l ta tn á ,  só t ekkor 
t a l á n  érdem esebb lenne  e z t  az ö ssze fü g g és t kimondani t e l j e s s é g i  té te lk é n t*  
Ehhez a  r e p r e z e n tá c ió té t e l  k ö z v e tle n  b iz o n y í tá s á ra  lenne szükség*
VI
Továbbá, szükség lenne az IxУ a lg e b ra o s z tá ly  r é s z le te s e b b  tanulm ányozásá­
r a .  Hasonlóan а  IV .f e je z e t  f e l v e t i  a re p re z e n tá lh a tó  c i l in d r ik u s  a lg eb rák  
v a r ie tá s á n a k  h aszn á lh a tó b b  e g y e n le tre n d s z e r re l  v a ló  m egadását.
A könyv m egjegyzései a la p já n  nagyvonalakban b iz o n y í th a tó ,  hogy а IV .f e je ­
ze tb en  b e v e z e te t t  lo g ik á ra  nem d e f in iá lh a tó  h e l y e t t e s i t é s i  o p e rá to r  ( v á l ­
to z ó je le k ) .  Ennek p re c iz  kim ondása é s  b iz o n y í tá s a  még h á tra v a n .
V I I
ALKALMAZOTT JELÖLÉSEK ÉS KONVENCIÓK
A tanulm ány t e l j e s e n  a [Henkin-M onk-Tarski 7 l ]  könyvre épül# A könyv 
j e l ö l é s e i t  é s  d e f i n í c i ó i t  h a s z n á lju k . E d e f in íc ió k  egy ré s z é t  menetköz­
ben idézzük# H asználunk néhány o lyan  j e l ö l é s t  i s ,  mely a könyvben nem 
s z e r e p e l .  A tanulm ányban h a s z n á lt  ö sszes  j e lö lé s  és  d e f in íc ió  -  fü g g e tle n ü l 
a  könyvben v a ló  e lő fo rd u lá s u k tó l  -  h á tu l ,  a d e f in íc ió je g y z é k b e n  m eg ta lá lha­
tó# A könyvre á l t a lá b a n  oldalszám m al és  d e f in íc ió - :  i l l .  té te lszám m al h iv a t­
kozunk, p l .  "Lásd a könyvben О .1 .Ю ., 59 o ld ."  a  [Henkin-M onk-Tarski 71 3 
59 o ld a lá n  t a l á l h a t ó  0 . 1. 10. - e s  számú t é t e l r e  u t a l .
K ih a sz n á lju k , hogy mely gót és  l a t i n  betűk  f e le ln e k  meg egymásnak, f é l r e ­
é r té s e k  e lk e r ü lé s e  v é g e tt  a tanulm ányban h a s z n á lt  gó t b e tű k e t a tanulm ány 
végén k ö z ö ljü k .
Az iro d a lo m jeg y zék re  v a ló  h iv a tk o z á sn á l p l .  a [Cohn 65J j e lö lé s  P.M.Cohn- 
nak az irodalom jegyzékben  f e l s o r o l t  munkái közü l az 1965—ben m eg je len tre  
u t a l .  Ha tö b b  65-b e n  m eg je len t m unkáját s o ro l ju k  f e l ,  akkor [Cohn 65a] , 
jcohn 65b] , s t b . - t  Í ru n k .
H árom féle szabványos szövegblokkot h aszn á lu n k , ezek: d e f in íc ió ,  t é t e l ,  
m egjegyzés. A szövegblokkok v ég é t О  j e l z i .
H elyenként a  szöveggel szemben, a  b a lo ld a lo n  á b rá k a t és g rá fo s  b iz o n y ítá so ­
k a t h e ly ez tü n k  e l .  R em éljük, hogy ezek kellem esebbé t e s z ik  a  szöveg o lv asá ­
s á t  •
V I I I
A szövegben és form ulákban egyeB ré sz e k e t m egv astag íto ttu n k *  Ezek a 
k iem elések  j e l e n t é s s e l  nem b írn a k , k iz á ró la g  lé n y e g k ie m e lé s t, á t t e k i n t ­
h e tő sé g e t vagy f ig y e le m fe lh ív á s t  szo lgálnak*
A b izo n y ítá so k b an  a  ” сьакког” j e l e t  t r a n z i t í v  r e lá c ió je lk é n t  h a sz n á lju k , 
mely á l l í t á s o k  k ö z ö tt á l l h a t ,  é s  pl# ” A csakkor В Csákkor C” a  követke­
zőt j e l e n t i : "A akkor é s  csak  akkor á l l  fe n n , ha В f e n n á l l ,  é s  В akkor és  
csak  akkor á l l  fe n n , ha C f e n n á l l# ”
A b izo n y ítá so k b a n  sz e re p lő  t r a n z i t í v  je lek h ez  ( Cóakkor é s  = )  he ly en k én t 
k i s  fe lh ó csk ék b en  o d a ír ju k , hogy m iből következnek , p l#  A 5 b  , .
Előzmények
I .
T A R T A L O M
I# l#  H alm azelm életi kérdések
1*2. A lgebra  fogalm a, i - t i p u s u  a lg e b rá k , szab ad a lg eb ra
*01 egy tc ío - t ip u s u  s t r u k tú r a  ( [b 'O l^ I lM  & (V e ^ l)^  G  '^•$1 )
J 9 0
A ^ az W  a laphalm aza
A lgebra  egy s t r u k tú r a ,  ha r e l á c i ó i  függvények 
Z d e f in i c ió j a ;  Зк , К é s  C rK  d e f in i c ió j aД А  A
A tanulm ány so rán  csak  l - t i p u s u  a lg e b rá k a t v iz sg á lu n k , te h á t  az a 
k i j e l e n t é s ,  hogy "minden К a lg e b r a o s z tá ly r a " ,  a z t  j e l e n t i ,  hogy 
"minden - t i p u s u  К a lg e b ra o s z tá ly ra " #
Az Z - t i p u s u  a lg e b rá k  egy f e l i r á s i  módja:
n  á-< А , ^ л , « 11<а 3. , ^ > .
1 ^  1
1 .3 .  N evezetes Z  - t i p u s u  a lg e b rá k
CA , Lf , вГд , TZjx , Jjy  é s  fo, d e f in i c i ó j a
fit = SP l a  = MSP Lf ^  CA

I . l .  H alm azelm életi kérdések
A d o lg o za tb an  néhány h a lm aze lm é le ti problém át k e l l  megkerülnünk valam i­
ly en  módon* I ly e n  problém a p é ld á u l ,  hogy a -fc -tipusu  s tru k tú rá k  o s z tá ­
l y á t ,  vagy a  c i l i n d r ik u s  a lg e b rá k  o s z tá ly á t  halm azként k e lle n e  k e z e ln i ,  
(te rm észe tesen  k o r lá to z o t t  k e re te k  k ö z ö t t ) • E zzel a  k é rd é s s e l  szembeke­
rü lv e  [ ß e l l  69]  eg yszerűen  k i j e l e n t i ,  hogy m egoldható é s  tovább nem fog ­
la lk o z ik  v e le ,  [cohn  65] p ed ig  a  k á te g ó r ia e lm é le t te n  szokásos m egoldást*^ 
v á l a s z t j a :  un . " u n iv e r z á l i s  halm azokat” a lk a lm az . Mi fcohn  65] k ö z e l í té s ­
m ódját v á la s z to t tu k :  tö rek sz ü n k  a r r a ,  hogy am it c s in á lu n k , ö ssz e e g y e z te t­
h e tő  leg y en  az ax iom atikus h a lm a z e lm é le tte l* * ^ , melyben a  v é g te le n sé g !  
axióma h e ly e t t  a z t  mondjuk k i ,  hogy minden halmaz eleme v a lam ily en  u n i-  
v e r z á l i s  halm aznak, a h o l:
I I  .IP  
D e f in ic ió :
Az L l halm az u n i v e r z á l i s , ha
1 .  /  X e U  X e L l
2. / Xe U —* 5bX e U
3 .  /  X ,Y e ^  Í X ,Y }  e  U ,
4 .  /  D ö f 6 U. ß j  f  £  L í  ^  U f ö j f e L l
□ __________________________________________________________________________
Lásd [sonner 62] , [G a b rie l 62 ]  •
* * /P l .  a  G ödel-B ernays h a lm a z e lm é le tte l .
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A tovább iakban  m indig f e l t e s s z ü k ,  hogy v a lam ily en  t e t s z ő le g e s ,  de r ö g z í t e t t  
LL u n iv e r z á l is  halmazorr b e lü l  dolgozunk* Ha a z t mondjuk, hogy A halm az, 
ez a z t  j e l e n t i ,  hogy A€ L l } h a  a z t  mondjuk, hogy A o s z tá ly ,  akkor 
A £=. i l  • Ezek a l ó l  csak  az a lap fogalm ak  d e f in í c ió i  ( s t r u k tú r a ,  a lg e b ra , 
d i r e k t s z o r z a t ,  s t b . )  képeznek k i v é t e l t ,  h is z e n  épp az a  c é lu n k , hogy ezek 
é rte lm ezv e  legyenek  o ly an  halm azokra i s ,  m elyek nem elem ei LL-nak* Azonban 
a  c i l in d r ik u s  a lg e b rá k  o s z tá ly á n  p é ld á u l már a  c i l i n d r ik u s  a lg e b rá k  " v a ló d i” 
o s z tá ly a  é s  i l  m e ts z e té t  é r t j ü k ,  f á z a z  i l  azon elem einek e g y ü t te s é t ,  me­
ly e k re  b izonyos f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l n e k . )  Tehát a  halm az fogalom  " r e l a t i v i z á -  
láB a" a ló l  c sak  az 1 .2 .  f e j e z e t  k i v é t e l .
Ha a z t  mondjuk, hogy minden А-h o z  van  o ly an  B, m elyre p (a , b ) ,  ez a z t  je le n ­
t i ,  hogy minden A £ LL -h o z  van o ly an  В € Ц  f m elyre p (a , b ) .
Ennek m eg fe le lő en  a  b iz o n y ítá so k b a n  m indig  k i  k e l le n e  t é r n i  e r r e  a  f e l t é t e l ­
r e  i s .  Ez azonban csökken tené az á t t e k in th e tő s é g e t ,  é s  e l t e r e ln é  a  lé n y e g rő l 
a  f ig y e lm e t .  E z é r t  e z t  a  k é rd é s t  a  d o lg o za t so rá n  e g y á l ta lá n  nem e m li t jü k , 
sem a  b iz o n y ítá so k b a n , sem m ásutt}  e h e ly e t t  a  fü g g e lék b en  azokhoz a  b iz o n y í­
tá so k h o z , ah o l szükségesnek  l á t s z i k ,  k ö z ö ljü k  a  m eg fe le lő  k ie g é s z í té s e k e t  az 
u n iv e r z á l i s  ha lm azra  v o n atkozóan .
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1*2* A lgebra  foga lm a, e  - t ip u s u  a lg e b rá k , szabadalgebra*
Az a lg e b rá k a t  é s  s t r u k tú rá k a t  egységesen  k e z e ljü k  ( n ev eze tesem  a lg e b ra  
egy s t r u k tú r a ,  ha  r e l á c i ó i  függvények)•
T ípusnak o ly an  függvényt nevezünk, melynek é r té k k é s z le te  p o z i t ív  egész 
számokból á l l .
Valam ely {  € t ip u s u  s t r u k tú r a  ( (O i ) egy o lyan  függvény, melynek
é r te lm e z é s i  ta rto m án y a  I ü l  , é s  mely függvény I  elem eihez r e lá c ió ­
k a t r e n d e l ,  é s  a  n u llá h o z  egy o ly an  h a lm az t, melyen ezek a r e lá c ió k  é r t e l ­
mezve vannak}*^ a  r e lá c ió k  argum entumszáraát a  i  függvény e lő re  r ö g z í t i ,
úgy hogy 4% —  ^ • ( ez  a  d e f in íc ió  [E n d erto n  72] -b ő i  szárm azik.
У  0
Á lta lá b a n  s t r u k tú r á k a t  gó t b e tű k k e l je lö lü n k , é s  a n u l la  he ly en  f e l v e t t  
é r té k ü k e t  (a lap h a lm azu k a t) a m eg fe le lő  l a t i n  n ag y b e tű v e l, p l .
A ' - * « .  , B 4 A  , A .
Most a  s tru k tu ra fo g a lo m  m egszokott h a sz n á la tá h o z  c é ls z e rű  k ik ö tn i ,  
hogy O f  I  .Ennek e lk e r ü lé s é r e  cÖ L - t  úgy i s  d e f in iá lh a t tu k  v o ln a , 
hogy Do <a = i um  • Az á l ta lu n k  a d o tt  d e f in íc ió  szép ség e , hogy p l .  
<СсО; + ,  * egy a lg e b ra  (ha + é s  • függvények Cü-n); m ert a  könyv j e l ö l é s -
v
re n d sz e re  s z e r in t  egy s o ro z a to t  azonosnak te k in tü n k  egy v a lam ily en  re n d sz á ­
mon é r te lm e z e t t  fü g v é n n y e l.
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Most rö g z ítü n k  egy o lyan  t í p u s t ,  melynek k ö zp o n ti sze rep e  le s z  az egész 
tanulm ányban:
A f e n t i  t í p u s t  á l ta lá b a n  a lg e b rá k ra  fo g ju k  v o n a tk o z ta tn i .  M ivel a lg e b rá ­
k a t s p e c iá l i s  s tru k tú rá k k é n t k eze lü n k , egy kétargumentum ú m űvelet három- 
argumentumu r e l á c i ó ,  te h á t  t í p u s a  három. Mivel a  le g k ise b b  é r té k ,  am it 
t í p u s  f e lv e h e t :  egy, nullaargum entum u m űveletek  i s  e lő fo rd u lh a tn á k . A 
n u llaa rlu m en t unni m űvele teket k o n s tnasoknak, i l l e t v e  m eg k ü lö n b ö z te te tt 
elemnek t e k in t jü k ,  te h á t  p l .  egy eleme az £ - t i p u s u  вzó a lg eb rák n ak .
A tanulm ány so rán  csak  6 - t ip u s u  a lg e b rá k ró l  b e sz é lü n k . E z é rt a lg e b ra i  
j e lö lé s e k n é l ,  p l .  - n á l  nem je lö l jü k  a  t í p u s t , az m indig t  • I ly e n  •
k ik ö té s t  s t r u k tú r á k r a  nem te sz ü n k , azok t íp u s a  te t s z ő le g e s  le h e t  é s  á l ­
ta lá b a n  b - v e i  j e l ö l j ü k .
Az £ - t i p u s u  a lg e b rá k  k ö zp o n ti sze rep e  m ia tt  é s  a  könyvvel v a ló  j e l ö l é s ­
b e l i  összhang  érdekében  a  következő  je lö lé s e k e t  v e z e tjü k  be l  - t i p u s u  
a lg e b rá k ra :
A je lö lé s e k  m egadása so rá n  leg y en  egy -^ - t ip u s u  a lg e b ra .
CÜL m egadható a  következő  form ában i s :
Á lta lá b a n , ha egy i ly e n  a lakúnak  te k in th e tő  j e l ö l é s s e l  ta lá lk o z u n k , a z t  a  
m eg fe le lő  í  - t i p u s u  a lg e b ra  m egnevezésének te k in t jü k *
i  á C<Al3>ialz>,<3ilz>l<=i^ >uljeu,}
P l .
\
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Az O^b a lg e b ra  k o n k ré t m ű v e le te ire  le g tö b b sz ö r a  következő je lö lé s e k k e l
fogunk h iv a tk o z n i (e lső so rb a n  m ert .a könyv á lla n d ó a n  ezeket h a s z n á l ja ) .
d m• d •
< a n d
_ № d
—
í c n > A C;4 Áj
•ÖL..4
A
4
A
S 3
d 4
E s z e r in t
j a )  (<«)
, Ci  >« C V  < A . V .
L e v e z e te t t  m ű v ele tek re  i s  k i t e r j e s z t j ü k  e z t a  je lö lé sm ó d o t, é s  b á r
p l .  v  ^ Dd , h a sz n á lju k az j e l ö l é s t ,  és V
< 1  =  
V
h aso n ló  sze llem b en
* 4
<at
d №)
Oi
d
A d
{
d
О
§ d
0
ah o l az u tó b b i k é t j e l ö l é s t  csak akkor h a s z n á lju k , ha
a  B o o le -e g y e n le te k e t , é s  elekor a  következő  é rte lem b en :
<• • f  i - , 1i  =  x  A n x
Ies
t e l j e s i t i
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E je lö lé s e k  h a s z n á la tá v a l  k a p c so la tb a n  m egjegyezzük, hogy -  a  könyvvel 
összhangban -  ha  a z t mondjuk, hogy
d ^ * X  ~  o l^# Ct X é rvén y es ( t e l j e s ü l )  L^ %  -  ban ,
akkor e z t úgy é r t j ü k ,  hogy (V x e A) d^*X  — d^« C*X , v a g y is  úgy, hogy az
* I|A X  “  “^ Л З ^ Х  eg y e n le t é rv én y es az • a  a lg e b rá b a n .
Az u tó b b i s z ig o rú  lo g ik a i  é r te lem b en  i s  egy o ly an  fo rm u la , m ely rő l mondhat­
ju k , hogy é rv én y es < 1  -b a n  (az  X - e t  te rm é sz e te se n  v á l to z ó je ln e k  t e ­
k in tv e ) .
в A W )
Az 1 /- t i p u s u  a lg e b rá k  v iz s g á l a t á r a  b e v e z e tjü k  a  ü  fü g g v én y t, m ely
az ( ' t - t i p u s u )  a lg e b ra  minden e lem érő l megmondja, hogy m ely d i ­
m enziók tó l fü g g . ( a 199 o ld a lo n  levő 1 .6 .1 .  d e f in í c i ó t  idézzük)*
a W  d /  . . WO , )
Ä  x •  I t  * c ;  * h l  .
A tö b b i je lö lé s h e z  h aso n ló an  i t t  i s  e lh a g y h a tju k  az (•a) in d e x e t ,  é s  
eg y szerű en  А  X - e t  Í rh a tu n k .
Az ' í  t íp u sh o z  kapcso lódóan  m egjegyezzük, hogy abbó l a  c é lb ó l  hogy a  m eta- 
n y e lv i é s  a  tá rg y n y e lv i  lo g ik a i  j e le k e t  meg le h e s se n  k ü lö n b ö z te tn i ,  a  m eta- 
nyelvben  a  következő  je le k e t  h a sz n á lju k :
& c)~  ( ( З х )  , x = y  , V, ( V x )  .
H aszn á lju k  még a  m etanyelvben  a  ===^ ‘ é s  ^ ^  j e le k e t  i s .
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Legyen X egy t e t s z ő le g e s  halmaz*
az X halmazzal generált te ljesen  szabad Z  -tipusu algebrát jelö li*
3 r  a lap h a lm azá t ( te h á t  'ír (0) - t ) Tt* - v e i  j e l ö l j ü k .* /  A d e f in íc ió  
Л л X
m e g ta lá lh a tó  a  13o o ld a lo n : 0 . 4 . 19. a  {< + ;3> 3  - t ó i  e l t é r ő  ( te h á t  p l .  Z )  
t íp u s o k r a  p ed ig  o*4*2o* A k önyvbeli d e f in í c ió tó l  annyiban té rü n k  e l ,  hogy 
nálunk  X t e t s z ő le g e s  halmaz l e h e t ,  nemcsak rendszám* E zze l je lö lé s re n d s z e ­
rünk  nem l e t t  á l ta lá n o s a b b ,  h is z e n  ? r  =  í tX IXI
E zt a  fogalm at más sze rző k  (p l*  Cohn) sz ó a lg e b rán ak n ev e z ik , rö v id ség e  m ia tt 
mi i s  e z t  a  m egnevezést fo g ju k  h a szn á ln i*
A £SA^.a.da l^ e b r^  je lö lé s é b e n  i s  k i  fo g ju k  h a sz n á ln i a z t ,  hogy k iz á ró la g
£  - t i p u s u  a lg e b rá k k a l  dolgozunk:
* x K
c x K
а К  a lg e b r a o s z tá ly  X  - e l  g e n e rá l t  s z a b a d a lg e b rá ja , és
a  h o z z á ta r to z ó  k o n g ru e n c ia re lá c ió  úgy, hogy
A V ö k  ■X
A d e f in í c i ó t  ld* 13o*o* o4*19«
* /
A t e l j e s e n  szabad  a lg e b ra  d e f in í c ió j a :
A m űveletek  - e n :  Sfr (V) ) К У I °^Р ]
X X ^ V
"ff* a  le g k ise b b  o ly an  halm az, m ely z á r t  ezek re  a  m űveletekre  é s  t a r t a l ­
mazza X - e t *  На Г nullaargum enturau m űvelet (azaz  k o n s tan s) neve, akkor
3+ (r) = r e Ti- .
X A
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A ^  h a lm aze lm é le ti j e l  é r te lm e z é sé t a lg e b rá k ra  ( é s  á l ta lá b a n  s t r u k tú ­
rá k ra )  v á l to z a t l a n u l  á tv e ssz ü k  a  könyvből, av v a l a  k ü lö n b ség g e l, hogy a  ^  
j e l e t  m ódosítjuk  abbó l a  c é lb ó l ,  hogy e l t é r j e n  a  h a lm aze lm é le ti m eg fe le lő ­
j é t ő l :
ha  é s  k é t t  - t i p u s u  s t r u k tú r a ,  akkor
< 1 2  4  ^  ( V r e C b ^ a )  .
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1 .3 .  N evezetes i - t ip u s u  a lg e b rá k .
A következőkben  a  k ő n k b ő l  id ézzü k  néhány n ev e ze te s  (£ - t ip u s u )  a lg e b ra -  
o s z tá ly  d e f i n í c i ó j á t :
A c i l i n d r ik u s  a lg e b rá k  o s z tá ly á t  CA-val j e lö l jü k  é s  -  v e r ie tá s k é n t  -  
e g y e n le tre n d s z e r  s e g í ts é g é v e l  d e f in i á l j u k , (  a  könyv 1 .1 .1 .  d e f in í c ió j a  sze­
r i n t ,  1 6 2 .o ld a l . )  :
-a  c i l i n d r i k u s  a lg e b ra  (^ OL € CA) у b a  minden X; 21 € A 
é s  'L ' j ,  Ki € CO -  rq  ig a z ,  hogy:
(со) M B o o le -a lg e b ra * ^ , azaz
a * /  X-y e y x
W  x - ( y f z )  - x*y +  x - z
c . /  X - 4  3• X
(Cl)
ОIIо
(C2) X 4  q x ( azaz  x  +  C|X ä c^ x )
(с з ) q ( x - q y )  - q x - Ci4
(C4) q c x  = q c - x
f e ) d u  =  *
(сб) l  + " — > ^  -  CA '  ° U
(c7)
• i «
— > < 4 %  x )  * q (c ( i j— x )
= {о, л,-.} \ •aЖ  <01
Io
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Megjegyzés*
E m lékeztetünk  a r r a ,  hogy nálunk  а  + ,1 ,0  je le k  osak r ö v i d í t é s e i  b izo n y o s ,
a  • é s  — je le k k e l  f e l í r h a t ó  sémáknak«
\
A könyv а  (СО) f e l t é t e l t  nyo lc  e g y e n le t te l  a d ja  meg* Annak b iz o n y í tá s a ,  hogy 
az á l ta lu n k  m egadott három eg y e n le t v a ló b an  d e f i n i á l j a  a  B o o le -a lg eb rák  var- 
r i e t á s á t ,  m e g ta lá lh a tó  az CAndróket-M*Pajzs-Németi 73Ü cikkben# (E z z e l a
három egyen le tes  d e f in íc ió v a l  még nem ta lá lk o z tu n k  az irodalom ban#) Ugyanr- 
ezen c ik k  m ásodik fe lé b e n  t a l á l h a t ó  némi e lv i  in d o k lá s  a r r a ,  hogy m ié rt
té r tü n k  e l  a  k ö nyv tő l a  + ,1  é s  0 je le k  te k in te té b e n #
□
D e f in iá l tu k  te h á t  a  CA v a r i e t á s t ,  é s  m ivel csak  az GO d im enziós CA v a r i e t á s -  . 
r a  van szükségünk , a  k ö n y v tő l e l té r ő e n  CA^ h e ly e t t  eg y szerű en  CA-t Írunk# 
H asonlóan fogunk e l j á r n i  a  tö b b i  d e f in íc ió n á l  i s ,  p l .  h a lm aza lg eb rán  GO -dim en­
z ió s  ( c i l i n d r i k u s )  h a lm aza lg e b rá t é r tü n k , Lf a z t  j e l e n t i ,  hogy L f ^  stb*
A lo k á l i s a n  véges c i l i n d r i k u s  a lg e b rá k  o s z tá ly á t  Lf j e l ö l i  ( a  könyv 1#11#1. 
d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t ,  231 o l d a l . )  t
Lf = { ‘•öt€ CA '• (VxeA) ( Л и  со }
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Legyen A egy t e t s z ő le g e s  halm az. Az A -hoz ta r to z ó  t e l j e s  ( c i l in d r ik u s )  
h a lm aza lg eb ra  (a könyv 1 .1 .5 .  d e f in í c i ó j a  s z e r i n t ,  166 o l d a l . )  :
•CA á < S b % n ^ “4 * V
a h o l: /AX
\ (A)X iWA ^  X 
Q  X = { ó * A (3 ^eX) ( Vjeco4{iJ) 6- = 6-1
* * i
vagy töm örebben
r W  Д и
, Ц  X * { ó€ A : G x*X ) 6 4 X G  {ijXД }
p\M) w d г ыа >D-; X “ I 6е A : 5; = 6; J
Az (A) in d e x e t á l t a lá b a n  e lh a g y ju k , aho l ez nem okozhat f é l r e é r t é s t }  
te h á t  p l .  D -; - t  Íru n k  O  h e l y e t t .
4  4
A h a lm aza lgeb rák  o s z tá ly a :
*<fCob = 5) { ° С д  • A tetszőleges kalmcjz }
A lo k á l i s a n  fü g g e tle n ü l  véges h a lm aza lg cb rák :
X x r  = { ‘öí. e Xx П LJ-' : (V a M M ó e a ^ G z e a X V ^ a b ^  ) ;
Meg jeg y ezzü k , hogy d jj"  ^  3Ecbfl Lj* • Az cLsX a lg e b ra o s z tá ly t  a  könyv 
nem d e f i n i á l j a .
12 -
A re p re z e n tá lh a tó  c i l in d r ik u s  a lg e b rá k  v a r i e t á s a :
( a könyvben 1*1*13*, 171 o ld a l  vagy 16 -  18 o ld a l* )  :
(Rí, i  HSP Xx
M egjegyezzük, hogy a  (Ял a lg e b ra o s z tá ly  megadható egy re n d k ív ü l szem lé­
l e t e s  d e f in íc ió v a l  i s  ( a  171 o ld a lo n  a  3 *bek ezd és), m ely le h e tő v é  t e s z i ,  
hogy v iz s g á la ta k o r  e rő se n  tám aszkodjunk g e o m e tr ia i in tu íc ió r a *
A következőkben idézünk néhány a la p v e tő  ö s sz e fü g g é s t a  könyvből az edd ig  
id é z e t t  a lg e b ra o s z tá ly o k ra  vonatkozóan:
(R& = SP (azaz (HISP %x = SP Xx )
(básd. a könyv 1 .1 .1 3 .  d e f i n í c i ó j a ,  1 7 2 .o ld a l  vagy [l'fonk 6 l \  j  
E zt az ö s sz e fü g g é s t a  könyv b iz o n y í tá s  n é lk ü l k ö z l i ,  a  b iz o n y í tá s  a  m ásodik 
ré sz b e n  fo g  m eg je lenn i*
( az o ly an  ö s s z e fü g g é se k e t, m elyek b iz o n y í tá s a  csak  a  m ásodik ré sz b e n  fo g  meg­
je l e n n i ,  csak  m egjegyzésekben h a s z n á ltu k  f e l ,  b iz o n y ítá so k b a n  nem*)
(Ял ^ Cf\
M in d azo n á lta l a  (Rß v a r i e t á s r a  i s  ism e re te s  d e f in iá ló  e g y e n le tre n d s z e r  ugyan­
úgy, m int (co) -  (07) a  CA v a r ie tá s r a *  Egy i ly e n  e g y e n le tre n d s z e r  meg fo g  je ­
le n n i a  könyv m ásodik részében*  E zt az e g y e n le tre n d s z e r t  azonban m in d ez id e ig  
nem s i k e r ü l t  o ly an  eg y sze rű  é s  á t t e k in th e tő  form ában m egadni, m int p l* (c o ) - ( c 7  
(liásd a  könyvben az 1*1*13* d e f in í c i ó t  ( l 72 o ld a l)  é s  17 -  18 o ld a l* )
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X x  s  CA
Ez a  könyv 1 .1 .6 .  t é t e l e .
SU  = IHISP Lf
A könyv 2 .6 .5 3 *  a l a t t  k ö z l i  b iz o n y ítá s  n é lk ü l ,  b iz o n y ítá s a  m eg ta lá lh a tó  
{^Henkin-Tarski 6 lJ -b e n .
A je le n  munkában b iz o n y í ta n i  fo g ju k , hogy
SÍP Lj" = SÍP сСхГ .
-  ДА -
I I .
L ogikai é s  c i l in d r ik u s  a lg e b ra i  e ló k é s z itő  v iz s g á la to k
T A R T A L O M
1 1 .1 . A lo g ik a  fogalm a
1 1 .2 . Az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s  
I I . 3* Gödel t e l j e s s é g i  t é t e l  
I I . 4« R e p re z e n tá c ió té te l  
I I . 5» A fo rm u laa lg e b rák  é s  ha lm aza lgeb rák  k a p c s o la ta
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I I . 1 .
A lo g ik a  fogalm a
T A R T A L O M
I I I . I D :  Logika az > sztalgebra a z  1 ь
&  ( З Т . м Н ^ к ^  мт  & (vx*m ) eA í H<
I I I .IM: M ilyen meggondolások a la p já n  v á la s z to t tu k  e z t a lo g ik a -fo g a lm a t•
P é ld a  a r r a ,  hogy (VX^M ) ^ °к ,е Но nem h e ly e t t e s í th e tő
I I I . 2D: <  ^  k , >  egyenértékű <
ekvivalenb < ^ >|
•a  k , * f  -
& (] rekurzív g ^ X k fk /g , & b2-
16 -
11*1* A lo g ik a  fogalm a
A következőkben -  a  p re d ik á tu m k a lk u lu s tó l fü g g e tle n ü l -  a lo g ik a  
fogalm ára adunk egy á l t a lá n o s  d e f i n í c i ó t ,  d e f in iá l ju k  to v áb b á , hogy 
mikor nevezünk k é t lo g ik á t  egyenértékűnek  é s  m ikor ekv ivalensnek*
1 Н Л Р
D e f in íc ió :
Logika az ^ / t  У p á r ,  ha
ь/ f  egy (nem f e l t é t l e n ü l  E --tip u su ) sz ó a lg e b ra
2 . /  T a r to z ik  az < párhoz egy
o s z tá ly  (melynek e le m e it az a d o tt  lo g ik a  ig a z sá g é r té k e in e k  
n evezzük ), é s  egy
M  o s z tá ly  (m elynek e le m e it a lo g ik a  in te r p r e tá c ió in a k  vagy mo­
d e l l j e in e k  nevezzük) ,
úgy hogy
R 9  k ,  =  M T  é s  
(V Xе M) у ^ 6 Ho f
□
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Az F halm azt a logika nye lv én ek , e lem e it form uláknak nevezzük, 
к» az in te rp re tá ló fü g g y é n y  é s  
í t  j a  szem antikus a lg e b r a .
k° a  szem an tikus e k v iv a le n c ia .
ö ssz e s  f a k to r a lg e b r á já v a l  eg y ü tt k ép ez i a fo rm u laa lg eb rák  halm azá t, 
о a  ta u to lo g ik u s  fo rm u laa lgeb ra«
Az ig a z e á g é r té k e k  je lle m z ik  a form ulák  é s  az in te r p r e tá c ió k  k ö z t i  k ap cso la ­
t o t  , W f)x  a <f fo rm ula  ig a z sá g é r té k e  az X in te rp r e tá c ió b a n .  (N y il­
v án , a  T" o s z tá ly  k o m p le x itá sá tó l e rő sen  függ a  lo g ik a  ’’k i f e je z ő é r e je"*)
A k  függvény minden fo rm u lá ró l megmondja, hogy hogyan v iszo n y u l az egyes 
in te rp r e tá c ió k h o z ,  azaz a kGp) függvény az egyes in te rp re tá c ió k h o z  hozzá­
r e n d e l i  a z t  az ig a z s á g é r té k e t ,  m elyet a (j) f e lv e s z  bennük.
Ш Л И
M egjegyzés:
Fent a  lo g ik á t  csak  rö v id e n  d e f in i á l t u k ,  in d o k lá s  n é lk ü l ,  most ö s s z e fo g la l­
nánk, hogy m ilyen  meggondolások a la p já n  v á la s z to t tu k  e z t a lo g ik a —fo g a lm a t• 
(Ezek a m eggondolások b izonyos m érték ig  kapcsolódnak a  m este rség es i n t e l l i ­
g e n c ia  é s  az adekvát nyelvek  e lm é le te  k u ta tá sá n a k  p rob lém áihoz, lá s d  p l .
[Hayes 7 l ] ) .
18  -
o s
os
Abból indu lunk  k i ,  hogy И  azon in te r p r e tá c ió k  (azon je len ség k ö rö k )
z tá ly a ,  m elyekrő l b e s z é ln i  s z e re tn é n k . T  azon ig az sá g é rték ek n e k
«
z tá ly a ,  m elyeken k e r e s z tü l  sz e re tn é n k  b e s z é ln i  И e lem eirő l*  
m eg v á lasz tásak o r d ö n tjü k  e l ,  hogy m ilyen  " á r n y a l t saggar*  akarunk b e s z é ln i  
M  e le m e irő l .
Az ig y  k ö rv o n a la z o tt f e la d a t  v é g re h a jtá sá h o z  v á la s z t ju k  eszk ö zü l az F
n y e lv e t é s  а  к/ in te rp r e tá ló f ü g g v é n y t . Pontosabban , a  f e la d a to t  M é s
m eg v á lasz tá sak o r még nem s p e c i f ik á l tu k  t e l j e s e n ,  ehhez még k iv á la s z tu n k  
I /  M-t-
egy r \  — I h a lm az t, mely mostmár v ég leg e sen  r ö g z í t i  a  n y e lv  k i f e j e -  
z ő e re jé t*  a z t  k ív á n ju k , hogy К minden elem éhez ta r to z z o n  le g a lá b b  egy 
fo rm u la  F- b ő i ,  azaz t  F le g y e n . Az eg y sze rű ség  é rdekében  té<
te le z z ü k  f e l ,  hogy Ь  F = К • E k e re te k  k ö z ö tt  F m e g v á la sz tá sá ra  
tá g  le h e tő sé g e in k  vannak: tü k rö z i  F -b e n  a  f e l e s l e g e t ,
elem ei szinonim ahalm azok.
Ö ssz e fo g la lv a , az <f,k> p á r r a  úgy te k in tü n k ,  m int e s z k ö z re , mely 
M -n e k  7 é s  К k e re te k  k ö z ö t t i  v i z s g á l a t á r a  s z o lg á l .
T a lán  érdem es i t t  még k i c s i t  to v á b b v in n i az e lőző  m eggondolásokat *
Az ig a z s á g é r té k e k  k ö z t i  k a p c so la to k  r ö g z í t é s é v e l  s t r u k tú r á t  rö g z ítü n k  T  -n, 
é s  m ivel
ez a  s t r u k tú r a  v i s s z a v e t i th e tő m entén . Ahhoz, hogy az ig a z sá g a
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é r té k e k  F  - b e l i  k ö v e té sé re  m eg fe le lő  s z in ta k t ik a i  d e f in ic ió t  tu d ju n k  
a d n i ,  F  s z i n t a k t ik a i  sz e rk e z e té n e k  összhangban k e l l  le n n ie  e z z e l a 
v i s s z a v e t i t e t t  s t ru k tú rá v a l*  (E zen túlm enően F  s z e rk e z e te  más d o lg o k a t, 
p l*  kényelm i é s  t ö r t é n e t i  szem pontokat i s  tü k rö zh e t* )
E m ia tt r ö g z i t jü k ,  hogy r  egy sz ő a lg e b ra  leg y en , m ely rő l Ь  homomorf
M - rfüggvény I -be*
Legyen most • Ha az e lm é le t s z e rk e s z té s é t  az e lőzőek  sze­
r i n t  v é g e z tü k , akkor dX r é s z s t r u k tú r á j a  T  -riek ( i l l e t v e  az előzőekben 
r a j t a  é r te lm e z e t t  s t r u k tú rá n a k ) .
E zen k ív ü l dX r é s z d i r e k t - s z o r z a ta  az egyes X in te rp re tá c ió k h o z  ta r to z ó  
ig a z  S ág ért é k a lg eb rák n ak  ( T  r é s z  s t r u k tú r á in a k ) , az E d% algebráknak*
Л
E s z e r in t  dX s z e rk e z e té t  az egyes X  in te rp re tá c ió k h o z  ta r to z ó  sze rk eze te k ­
b ő l n y e r tü k . Ennek m eg fe le lő en  ^  s z e rk e z e te  sem tü k rö z h e t lényegesen  
tö b b e t ,  m int ami az egyes X  -ek h ez  t a r to z ó  sz e rk e z e te k b ő l k ö v e tk e z ik .
E zt r ö g z i t i  az u to ls ó  k ik ö té s :  t  6  Н о  ^  • E rre  a  k ik ö té s re  szük­
ség  v an , h is z e n  az e lm é le t f e lé p í té s é n e k  f e n t i  gondo la tm eneté t nem fo rm a li­
z á l tu k ,  é s  ig y  nem r ö g z í th e t tü k  a  d e f in íc ió b a n *
A zt, hogy a  f e n t i  k ik ö té s  nem h e ly e t t e s í t h e tő  
t r á l j a  a  következő  p é ld a :
k e  H ó i -  - e l ,  i l l u s z -
2 0  -
Példa*
T ek in tsük  az <  ' f ,  b  >  p á r t ,
aho l ^  az e lső re n d ű  t  - t i p u s u  form ulák  halm aza, m int szó a lg eb ra*  
(pon to sabb  d e f in ic ió  később k ö v e tk ez ik * )
M  — {  K. ^01,0 У 1 “Ö í ,  e g y  -t -  t í p u s ú  s t r u k í u r a ; 6 e<UA  1
T  = {  t ,  1 }
, ha ‘ÖL h  c p [ ó ]  
) e g y é b k é n t
L á ts z ik ,  hogy b  az e lső re n d ű  lo g ik a  szokásos szem an tikus e k v iv a le n c iá ja  
( t e h á t  Ь ^  H o  ) ,
K érdés, hogy ^  Ь У lo g ik a -e ?
Ehhez a z t  k e l l  e ld ö n ten ü n k , hogy w ь  e  4 0  f  i g a z - e .
A következő k é t ö ssze fü g g ésb ő l t i s z t á n  l á t s z i k ,  hogy nem:
i . l  Ж  -n á k  i l  u l t r a s z ü r ő je  ^  ^  ( 3 * f l U ) ( U e  F /  . t f i c l & f
• ' b  / ^ 6 > b ^
E zt a  t é t e l t  LAndr*72j -b a n  mondtuk k i  é s  b iz o n y í to t tu k ,  az iroda lom ­
ban m áshol még nem ta lá lk o z tu n k  v e le*  ( l á s d  Гапс1г * 72; T35] )
2 . /  Van o ly an  u l t r a s z ü r ő je  H L  ” na^f m ely nem k o n g ru e n c ia o sz tá ly  jf" -en ,
( l á s d  [Andr* 72; Т 31Т 4 1 к ])
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E zze l a  p é ld a  t e l j e s :
b e  H o  ^  ,
M egjegyezzük, hogy a
az < ^  Ь >
< я / > >
p ár nem lo g ik a , annak e l l e n é r e ,  hogy
p ár már log ika*
M egjegyezzük még, hogy az i t t  b e v e z e te t t  log ikafogalom  nemcsak a  je le n  
tanulm ányban e lő fo rd u ló  lo g ik a f a j tá k a t  f e d i ,  hanem e z e k tő l o lyan  t á v o lá l ló ­
k a t i s ,  m int p l*  a  B o o le -é r té k ü  m o d elle lm éle th ez  ta r to z ó  rendszer*  (básd  
[ z e i t s c h .7 3 .H e f t  3 ] )
A lo g ik a  fogalm ához kapcso lódóan  még k é t d e f in í c ió t  sze re tn én k  bevezetn i*
1 И .2 Р
D e f in íc ió :
Két lo g ik a  e g y e n é rté k ű t ha  szem antikus a lg e b rá ju k  m egegyezik, azaz
< f A,egyenértékű <===í> = К
Két lo g ik a  e k v iv a le n s , h a  eg y en érték ű ek , é s  n y e lv e ik  k ö z ö tt megadhatók fo r ­
d í t á s i  szab á ly o k  s z i n t a k t i k a i  eszk ö zö k k e l, azaz van o ly an  re k u rz iv  
éB &  szövegfüggvény, hogy
e's
□
K = •
-  22
I I . 2.
Az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s
T A R T A L O M
M
Az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s  < Vfc>, к * ^  9 ah o l
%
'O' az egész d o lg o za t fo ly am ára  r ö g z í t e t t  60- n  é r te lm e z e t t  k ö lc sö ­
nösen egyérte lm ű  függvény
£  = J J  (
Tfp -L en  a  szokásos e g y s z e rü s i té s e k e t  h a szn á lju k *
kN e  Horni ) ; k” ( г ц п )  - < { б « “А= > .
f4'! a  "b - tip u su  s t ru k tú rá k  o s z tá ly a
V
”У“ГЧ ' ~ r '1 w*N
II2*1M: Homomorf függvényeket szabad g e n e rá to r re n d s z e re n  adunk meg*
■ÖL (=  i p C i l  “A  6 «
^  -  (kN )°
И 2 ЛТ:  (p ^  у  ( V № N ,ó ) (  <=* ^ L \ = y Í 6 ]  )
I I2 .2 T : e  Со 3 tp
Az in d e x e t á l t a l á b a n  e lh a g y ju k .
I I2 .3 T : C A
II2 .2M : Az i t .k a ik *  a  B o o le -a lg .k  s e g í ts é g é v e l  f e l é p í th e tő  av v a l an a ló g  módon, 
ahogyan a  c i l i n d r i k u s  a lg .k  s e g í ts é g é v e l  f e l é p í t e t t ü k  a  p r e d .k a lk . t*
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11*2. Az e lső re n d ű  p red iká tum kalku lus«
A következőkben  az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s  szokásos v á l to z a tá t  ve­
z e tjü k  be az e lőző  log ikafogalom nak  m egfelelően«
Az egész  d o lg o za t so rán  V* egy СО - n  é r te lm e z e t t  kö lcsönösen  egyértelm ű 
függvény .
V áltozóhalm azként V'  - t  h a s z n á lju k .
R ögzítsünk  v a lam ily en  "t ^ СО t í p u s t .
A " t - t ip u s u  prim form ulák  halmaza*
M  ö
t  A4 ö
(A zaz , h a  p l .  Г egy П - v á l to z ó s  r e l á c i ó j e l ,  i l l .  fb  > akkor
< r , < - 1 5 e  í
Most a  t  - t i p u s u  fo rm ulák  halm aza
( p i .  <л, < 3 Z,< г , < ^ г . . , ^ > » ,
X
—j o >  egy e lső re n d ű  fo rm u la .)
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Form ulákra a  nek ik  m egfe le lő  szöveggel h ivatkozunk!
A  ^ a  20 a f e n t i  fo rm u la  neve*
A szokásos e g y s z e r ű s í te t t  Írásm ódokat i s  a lka lm azzuk , p l*  i n f i x  j e l ö l é s t  
3^ •''Üj'... Л  =zo s z in té n  a  f e n t i  fo rm u la  neve*
M t  - v e i  j e lö l jü k  a  t  - t i p u s u  s t ru k tú rá k  o s z tá ly á t*
Legyen N  — .
D e f in iá l ju k  а к  6  Hóm  ( Jkp , ^ f P  )
У  ^
fü g g ések k e l!
-  T » . ejminden к e 1 eS ' l 6 u> -  rci
,N / \ d
függvényt a  következő  ö s sz e -
к  Ц . . . Ч ц )  =  <  {  б ^ А  : •^ a e N
M ivel P  szabadon g e n e r á l ja  3V - t ,  ez a  d e f in íc ió  jó
%
П 2Л М
M egjegyzést
I ly e n  sze llem ű  d e f in íc ió k a t  gyakran  fogunk a lk a lm a z n i, é s  m ivel a  d e f in íc ió  
jó sá g á t a  f e n t i v e l  an a ló g  módon k e l le n e  minden e se tb e n  in d o k o ln i,  e z ek e t az 
in d o k o lá so k a t e lhagy juk*
□ ________________________________________________________________________________________•
A könyvből id é z z ü k , hogy jx ^xeH = ^ 1 }
egy függvényt j e l ö l ,  ah o l j"x v a lam ily en  X - t ő i  függő k i f e je z é s *
, azaz
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Az e lső re n d ű  p re d ik á tu m k a lk u lu s  szokásos v á l to z a tá t  mi a z o n o s ít ju k  az 
<C к  ^  lo g ik á v a l .
R ö g z ítjü k  a  Is  j e l  h a s z n á la tá t*
d Mi
^ ( = ^ [ 6 1  6  e  к  * ( i p ) ^
A szem an tikus e k v iv a le n c iá ra  ö n á lló  j e l e t  vezetünk  he*
HN á (kN)°
Most pé ldaképpen  b iz o n y ltu n k  egy t é t e l t , mely a z t  m u ta tja ,  hogy a  fe n t 
b e v e z e te t t  fogalom  eg y b eesik  a  szokásosan  d e f i n i á l t t a l *
I I 2 . Í T
T éte l*
f  = n T *4 ( V ^ N ' b )
B iz o n y itá s s
N, % ,N
ip  s N ^  c i k k o r  kN («p) =  kN f y )  « sa k k o r  ( V ^ f e N )  к  (’f ^  к
□
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II2*2T
T étel*
B iz o n y ítá s :
□
S N 6 0 0
Nк 6 Ho $rr
%
Az < Jt'p , к У  lo g ik a  szem antikus a lg e b r á já t  - e l  j e l ö l j ü k ,
azaz
JXN = kN" &
N  ~ M g y ak o ri e lő fo r d u lá s a  m ia tt  az in d e x e t á l t a lá b a n  e lh a g y ju k ,
p l .  S  i ^  , к  i  kMt , í t  =' ; 6 - tb .
I I2 .3 T
T éte l*
\/_* CA
t / / _ N
B izo n y ítá s*
lN ^  ,N . . ,
M ivel К homomorf függvény , a z é r t  j tp  -n e k  К s z e r i n t i  kepe
-  m ely ieom orf ?Vp /  - n e l  -  r é s i a l g e b r á j a  a  c i l i n d r ik u s
 ^/ “N
a lg e b rá k  direkt S zo rza tán ak  ( L6 i € N  s z e r in t ) *  íg y ,  m ivel CA v a r i e t á s  
lé v é n  z á r t  az I  ( S ( fP o p e rá c ió k ra , 3-k, /  i s  eleme CA -nak*
□
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CA wtóta5 (V^N) сСд ® CA
Р  CA = CA
l< e Horn (3t Pot )
? \3 feN  A
i t
P  Z e CA
€ l e N  A
S CA = P z  а
<0teN Л Pfc
k" * »„ "€ 'CA
Í
S t
I  CA = CA = Sr
k  ?  ^  °
З^р /,МчО 6  ^A
Ábra II2 .3T be2
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Ez a  t é t e l  m e g ta lá lh a tó  a könyvben ( l . 1 • l o ) , de egészen  más b iz o n y ítá s s a l*
II2.2M
M egjegyzés:
Id á ig  a  p red ik á tu m k a lk u lu s  f e lé p i tő s é b e n  a  c i l i n d r ik u s  a lg e b rá k a t an a ló g
módon h a sz n á ltu k  a v v a l, ahogyan az Í t é l e tk a lk u lu s  f e lé p í té s é b e n  a  B oole-
a lg e b rá k a t szokás h a sz n á ln i (на V  az i t é l e t v á l t o z ó k  halm aza, akkor szokás
^ 2)0az Í t é l e tk a lk u lu s  sz e m a n tik á já t a  / .  halm azon é r te lm e z e t t  B oole-
a lg e b ra  s e g í ts é g é v e l  m egadni. ) 1
Legyen
te h á t
V - v e l  g e n e rá l t  { ^ 4 ,3^ , ^ 2 ,2 ^  } t ip u s u  sz a b a d a lg e b ra ,
* /
V -v á lto z ó h a lm a z u  Í t é l e t k a l k u l u s  n y e lv e .
Legyen
4 6 Hóm
cl
V E  < 2 ,  D , x  >  )  , <igy hogy  h a  a k k o rfe 2
\ m  ^ fe azaz &*
REméljük, nem z a v a ró , hogy a  rö v id sé g  érd ek éb en  az Л  j e l  h e ly e t t  1 - t ,  
а  П j e l  h e ly e t t  p e d ig  2 - t  h aszn á lu n k  e n n é l az Í t é l e t k a l k u l u s n á l .
* /
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Ism ét b e v e z e th e tjü k  a következő j e l ö l é s t :
j- 1= ip 0  6 L  (tp )
L á th a tó an , a  most d e f i n i á l t  
k a lk u lu s*
< S > >
/
lo g ik a  a szokásos Í t é l e t
Ö ssz e fo g la lv a :
г V,M indenegyes т  *= in te rp r e tá c ió h o z  hozzárendelünk  egy kételem ű
B o o le -h a lm aza lg cb rá t * a p re d ik á tu m k a lk u lu sn á l ped ig  minden tÖLe M^ 
in te r p r e tá c ió h o z  hozzárendelünk  egy c i l i n d r ik u s  ha lm aza lgeb rá t*  Hasonlóan, 
a d i r e k t  s z o rz a tk é p z é s  i t t  2. s z e r in t  tö r t é n ik  (h is z e n  ez az in te rp re tá r -  
c ió k  h a lm aza ), o t t  p ed ig  M s z e r i n t .  Ennek m eg fe le lően  a fo rm u laa lgeb rák  
i t t  B o o le -a lg e b rá k , o t t  c i l i n d r ik u s  a lg e b rá k .
□
I I . 3 .
Gödel t e l j e s s é g i  t é t e l
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T A R T A L O M
I I3 * í Ds D ítaiprÉrrujnTbcir^ó A*ban (VE)eA)(  B^ÍD <=я*> óup В e D )
I I3 .1 L !  Boole-rendezés Л Г D ultraszúroje ^ц~пак
Д е 5 Ь Н ) lAl r^Oű - -— ( 3 D) 4 D szuprémumfcaí'tó A- ban
c i 6 H4 { a n f H } .  ta D э  а
И З .2Ds If ^  у  iV ^ l) к ( т |^
<f í ( f -b e n  ö ssz e s  szabad  e lő fo rd u lá s á n  k ic s e r é l jü k  " l^ - r e .
II3 .1 T ! egyenlő n é ,c e n te s  lo g ik áb an
^ / e Boole-rendezés \
T*Y 6 %  í  <  &  u .
^  e  1  % . [  "
6 4Up ílffti/tj)'}6“ ] /
A t é t e l  b iz o n y í tá s a  so rán  h a s z n á l t  leminákí
íipAyeÜD * * ■  f ,y  eUD
I I3 .2 L : D ultra Szűrője % - r ia k  l  = »  1 1<p e(JD * *  у  ÍU D
D szupremumtortó l{ fl^ ) '.í64íl-46(0,ip£FJ-bcn ) [Э -уеД О  *-*  Qy) tpfo-AjteUD
II3.3L-. ---------------- II ------------------- (3W)((p eUD к ( у ^ )
II3 .1T K : E gyen lőséges lo g ik áb an  s^ -n ek  még a z t i s  k i  k e l l  f e j e z n i e ,  hogy 
cOl__ u n iv e r z á l i s  k o n g ru e n c ia .
II3.1M : Néhány sz inon im a.
II3.2M ! A ^  r e l á c ió  egy m á s fa jta  e l ő á l l í t á s á t  i s  s z o l g á l t a t j a  a  t é t e l .  
II3 .3M ; A t é t e l  h a s z n á la ta  k a lk u lu so k  te l je s s é g é n e k  e l l e n ő r z é s é r e .
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I I . 3* Gödel t e l j e s s é g i  t é t e l .
Ebben a  f e je z e tb e n  b e b iz o n y ít ju k  a t e l j e s s é g i  t é t e l  egy á í t n l á n o s i to t t  
v á l t o z a t á t i  t e t s z ő le g e s  k a lk u lu s  t e l j e s s é g é r e  adunk egy szükséges és 
e lé g s é g e s , t i e z t á n  a lg e b ra i  f e l t é t e l t .  Ezt a z é r t  te s s z ü k , mert a későbbiek­
ben a t e l j e s s é g i  t é t e l r e  ebben a form ában le s z  szükségünk.*^ E t tő l  fü g g e t­
le n ü l  a  t e l j e s s é g i  t é t e l  most b izo n y ítan d ó  v á l to z a ta  b e l e i l l i k  a tanulm ány­
b a , h is z e n  annak c é l j a  lo g ik a i  ö sszefüggések  t i s z t á n  a lg e b ra i  megfogalmazá­
sa  é s  b iz o n y í tá s a .  Megfogalmazzuk még a t é t e l  néhány sz in o n im á já t, melyek 
a lg e b r a i  j e l e n té s e  t a l á n  sz e m lé le te se b b .
A ’’re p re z e n tá c ió  t é t e l ” b iz o n y í tá s á n á l .
* /
A t é t e l  b iz o n y ítá s a  a  T arsk i lemmán a la p s z ik ,  mely a  B o o le -a lg eb rák  elmé­
le té h e z  ta r to z ik *
113ЛР
D e f in íc ió :
Legyen ^  B oo le-rendezés s t r u k tú r a ,
D ennek egy u l t r a s z ü r ő j e ,  é s
A Sb H
□
Azt mondjuk, hogy D ftfcupréműmtartó Д -ban, ha*
( V Б e A) ( B ^ D  ^  w p B ^ D )
II3 .1 L
Tarski- lemma:
На <( H, < н  >  egy B oo le-ren d ezés s t r u k tú r a ,  
Д m egszám lálható  ré s z e  H -п а к , e s
inf H í  a G H ,
«н
akkor van egy D 3 Ű szuprém urotartó (А -b a n )  u l t r a s z ü r ő  je H, X -nak .
M egjegyzés: Ennek a  t é t e ln e k  egy, a  szokásos (pl* Гве11 69I  -b e n  t a l á l h a t ó  ) - m l  
egyszerűbb  b iz o n y í tá s á t  k ö z ö ljü k  a függelékben*
□
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A t é t e l  kim ondása e l ő t t  néhány d e f in í c i ó t  k e l l  rö g z íte n ü n k .
II3 .2 D
D e f in íc ió s
A to v áb b iak b an  é s  у  k é t t e t s z ő le g e s  fo rm u lá t j e l ö l .
А к függvény a  form ulákon nemcsak egy e k v iv a le n c iá t ,  hanem egy e l r e n d e ­
z é s t  i s  d e f i n i á l :
i f é l f  <“ > ( Ш )  k ( ^  с  к(т|»)л
/  • __
M egjegyezzük, hogy ^  — —
* /
E lő re n d e z é s  egy r e f l e x i v  é s  t r a n z i t i v  r e l á c i ó .
A re n d e z é se k re  é r te lm e z e t t  fogalm ak mind é r te lm e z h e tő k  e l r e n d e z é s e k r e  i s .  
Érdemes len n e  k id o lg o z n i az e lő re n d ezése k  e lm é le té t  i s ,  h is z e n  nagyon sok 
t é t e l  (m int p l .  a  most közlendő á l t a l á n o s í t o t t  G ö d e l- té te l)  kim ondása é s  
b iz o n y í tá s a  egyszerűbb  len n e  e z á l t a l .  [Andr*72l  —ban k í s é r l e t e t  t e t tü n k  egy 
i ly e n  e lm é le t l é t r e h o z á s á r a ,  azonban i t t  e z t  nem fo g ju k  f e lh a s z n á ln i ,  h isz e n  
az o t t  b e v e z e te t t  d e f in íc ió k  nem k ö z ism ertek , é s  ig y  m indet id é z n i k e l le n e .
-  3* -
Legyen <  H, 6 Н >  egy © le re n d e z é s -s tru k tú ra , [cohn 65]  -b<51 vagy 
[Andr. 72]  - b ő i  idézzük  a  Szuprémum вle re n d e z é se k e n  h a s z n á la to s  d e f in í c i ­
ó já t*
óup В = í  a • (Vbe&)b4Ha, (Vc)((VbeE>)b<Hc = »c< Ha )}
a z t a  fo rm u lá t j e l ö l i ,  m elyet a  tp - b ő l  úgy kapunk, hogy 
ö sszes  szabad e lő fo r d u lá s á t  k ic s e r é l jü k  'Oj —r e ,  miközben a k ö tö t t  v á l to ­
zókat á tn ev ezzü k , ha  szü k ség e s .* ^
Ha akkor
6 ( i / d )  = < 6 0) ) 6 . . , a 6-M ’ >
□
A könyv а 14* o ld a lo n  k ö z l i  ugyanezt a  v e r b á l i s  d e f i n í c i ó t .  A p on to s  d e f in í ­
c ió t  a  fü g g e lék b en  k ö z ö ljü k .
* /
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I I3 .1 T
T é te l :  ( Á l t a l á n o s í t o t t  Gödel t e l j e s s é g i )
Legyen
Ekkor
a  "t —t ip u s u  egyenlőségm entев p red iká tum kalku lus*
minden o ly an  e se tb e n  f e n n á l l ,
ha
w cX.
b .  /
c .  /
egy B o o le -ren d ez é s ,
é s  az ehhez t a r to z ó  B o o le -a lg e b rá t
<  ^ , Л д  ,~Ц ^  _ e l  j« lö lv e
2 . /  a . /  cpA"^ 6  <j£. Y /s
“l f  6
3 ^  6
1 *
6 u p  { : n ^ c o  }
B iz o n y ítá s :
A b iz o n y í tá s t  csak  m egszám lálható  nye lv  e s e té r e  végezzük e l ,  az á l t a l á n o s i -  
t á e  a  szo k áso s módon tö r té n ik *
36
A b iz o n y ítá s  a  következő k é t lemmán a la p s z ik i
II3 .2 L
Lemma:
Ha te l j e s ü ln e k  a  t é t e l  f e l t é t e l e i y é s
g^ /^ * -n ak  D szuprém um tartó u l t r a s z ü r ő  je  ЛеСл)1 * i e ü); СрбГ}“ ЬеП;
akkor
U D - t  D - v e i  je lö lv e
a. /  (pA'iy e D (jJ j 1f e D*
b. /  ncp e D‘ cp i  D*
c . /  3^ (p 6 D (3y) e D
B izon yítás:
□
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Ш л З к
Lemma:
M inden, az e lőző  lemma f e l t é t e l e i t  t e l j e s í t ő  D u ltra s z ü rő h ö z  
van o ly an  , hogy
(p e U D 4==^> г г « k ö p i4L
B iz o n y ítá s :
J e lö l jü k  U D  - t  D ' -v e i*
A = Rgv
<vv " A >eceV
d
minden cj,£I~ re
V V - V  D'>  • 4
E zz e l d e f in i á l t u k  az <0L s t r u k t ú r á t ,  m ely rő l most in d u k c ió v a l b iz o n y lt ju k , 
hogy a  iT - v e i  v a ló  k ie lé g i th e tő s é g  e ld ö n t i  a  D  -b e  t a r t o z á s t :
A*/ p rim fo rm u lá ra  az á l l i t á s  <0L d e f in ic ió já b ó l  k ö v e tk ez ik
B . /  A - r e ,  ~I - r e  é s  Be­
k ö v e tk e z ik :
r e  az á l l i t á s  k, d e f in íc ió já b ó l  é s  2L-ből
v €fe(ipAi|/^  csakkor Veirf^(k(^ csakkor (f>,y€ D csakkor cpAy eD
ind-cidp-jG II3.2L
uet (цр) csakkor \  vj. csakkor j cp  ^D aakkor J l ( p e D
_-———\  I J J
A dűLd/
v e ltC B .ip )  csoklnr И у Н т ^ ^ / у ) )  (Зу)(р(цХ))е ^  csatíor 3.<pe D
□
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Most a  t é t e l  b izo n y ítá sa*
-b ő i  k ö v e tk e z ik , hogy (az  Q ^ b  0->b8 
B o o le -a lg e b ra i ö ssze fü g g és  s z e r i n t )
1 (Ц )-^1 |/) ^  ínf F  j e z é r t  ( a  T arski-lem m a a la p já n )
van a  2L lemma f e l t é t e l e i t  t e l j e s í t ő  D u l t r a s z ü r ő ,  hogy 
, ebből k ö v e tk ez ik  (3L B z e r in t ) , hogy
é s ig y
□
-  39 -
И З  ЛТК 
Következmény:
Ism ert ( i l l .  a  fü g g e lék b en  b i z o n y l t ju k ] ,  hogy az egyerllőséges lo g ik a  
f e l f o g h a tó  az egyen lőségm entes lo g ik a  egy e lm é le te k é n t. E z é r t ,h a  egy 
k a lk u lu s ró l  e l l e n ő r i z n i  a k a r ju k , hogy t e l j e s - e  az egyen lőséges lo g ik áb an , 
e lé g  a z t  e l l e n ő r i z n i ,  hogy
a .  /  az egyen lőségm entes lo g ik áb an  t e l j e s - e ,  é s
b .  /  le v e z e th e tő -e  b e lő le  az egyen lőség  e lm é le tén ek  egy t e l j e s
ax ió m aren d sze re .
Ism ert ( i l l .  a  fü g g e lék b en  b iz o n y l t ju k ) ,  hogy a következő négy axiómaséma 
az eg y en lő ség  e lm é le tén e k  ( egyenlőségm entes p re d ik á tu m k a lk u lu sb e li)  t e l j e s
ax ió m aren d sze ré t d e f i n i á l j a :
ь /
II 11
2 . /
и II< 11
3 . /
II e б о р  F
4 . /  h a  az szöveg egy p rim fo rm ula , akkor
M egjegyezzük, hogy 1 - 3  pontok a z t mondják k i ,  hogy az egyen lőség  ekv iva­
l e n c i a r e l á c i ó ,  4 . /  P ed ig  a z t ,  hogy u n iv e r z á l i s  kong ru en c ia  ( lá s d  [Andr.72í
7 . o l d ] ) .
□
-  4 0
нзлм
M egjegyzés:
A té te lb e n  ^  - r e  a d o tt  e lé g sé g e s  f e l t é t e l  néhány szinonim á­
já t* ^  f e l s o r o l ju k .
egy B o o le -re n d ezés , é s
* /
E f e l t é t e l e k  e l le n ő rz é s é h e z  több  d o lg o t k e l l  m egnézni, m int az e r e d e t i  
f e l t é t e l h e z ,  n ev e ze te sen  a z t i s ,  hogy k o n g ru e n c ia -e . K a lk u lu so k ra  néz'
ve ez azonban nem lén y eg es m eg B zo ritás , h is z e n  minden " jó z a n "  k a lk u lu s  
k o n g ru e n c iá t d e f i n i á l .
« /
A könyv d e f in í c i ó j a  s z e r i n t :
4 f “ » «  ’  1 < 9 ' * ' .  f f a ) > :  * s A }
4 1
2 . /
E gyen lő séges lo g ik a  e s e té n  ezek e t a  f e l t é t e l e k e t  három e g y e n le t te l  é s  egy 
d e f in i á ló  r e lá c ió v a l  k e l l  b ó v i te n i .
3 . /  A I I I .  f e je z e tb e n  I II2 .IT K  é s  Ш 3 .1 Т К  a  Gödel t é t e l  to v áb b i á l t a l á -  
n o s i t á s á r a  ad módot:
minden o ly an  e se tb e n  f e n n á l l j  amikor
C r (R t) CA 
CA g
ill.
-  Ц-2
m ásszóval
/  - г а  t e l j e s ü ln e k  a  c i l in d r ik u s  eg y e n le te k  é s  az R, d e f in iá ló
V »  ,  \
re lá c ió k *  VHasonlóan a  m ásik ra  i s . j
Az Í té le tk a lk u lu s o n  b em u ta tju k , hogy a  f e n t i  j e l l e g ű  ö ssze fü g g ések  hogyan 
h asz n á lh a tó k  t e l j e s s é g  b iz o n y í tá s á ra !
Legyen K ^ y , ^  У  az Í t é l e t k a l k u l u s .  Könnyen b e lá th a tó ,  hogy ennek t a u to -  
lo g ik u s  fo rm u la a lg e b rá ja  pon to san  a  szabad  B oo le-a lg e b ra ,  azaz
S r  BA
ah o l BA a B oo le-a lg e b rá k  o s z tá ly a .
Tehát va lam ely  k a lk u lu s  te l je s s é g é h e z  e lé g  a n n y it b iz o n y í ta n i ,  hogy az 
á l t a l a  d e f i n i á l t  e k v iv a le n c ia re lá c ió v a l  f a k to r iz á lv a  ^ C ^ y - t í B o o le -a lg e b rá t
kapunk.
□
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II3 .2M
M egjegyzést
A most b i z o n y í to t t  t é t e l  a  következőképp i s  kim ondható:
^  az a  le g k ise b b  e lő -B o o le -re n d e z é s  a  fo rm ulákon , m elyre:
i p A i y  e  w f  { ip ,O f /}  -  Л <  '
£  " к
3t9 е 4 щ>
v>
i l l e t v e  e g y e n lő s é g je le s  lo g ik á n á l ,  m elyre még ig a z ,  hogy
4
>
=ii
> = .  А  =  . t m ' ' mj,
• • • и > <P , m i n d e n  cp в  í r  -  r eí
= * i•
4 , m in d e n  <Хлп|?
□
пз*зм
Megjegyzés:
A következő érte lem b en  á l l í t j u k ,  hogy az előző  t é t e l  a t e l j e s s é g i  
t é t e l  á l t a l á n o s í t o t t  a la k ja :
K alkulusnak axiómák ée k ö v e tk e z te té s i  szabá lyok  e g y ü t te s é t  nevezve, 
egy k a lk u lu s  t e l j e s ,  ha a  h o z z á ta r to z ó  ^  e lő re n d e z é s re * ^  ig a z ,  hogy 
ó  <== . (A zaz, minden azonosan ig a z  fo rm u lá t be le h e t
b iz o n y íta n i* )
Az á l ta lu n k  a d o tt  f e l t é t e l e k  ^  - r a  vonatkoznak , é s  o lyanok , hogy 
á l ta lá b a n  re n d k ív ü l könnyű valam ely  k a lk u lu s ró l  e l l e n ő r i z n i ,  hogy t e l j e -  
s i t i - e  őket*
Legyen a  k a lk u lu sh o z  t a r to z ó  e ló re n d ezés h~ .
, ha a  k a lk u lu sb a n  le v e z e th e tő  ( s z i n t a k t i k a i la g  b iz o n y í th a tó
a form ula*
-  *5 -
A k a lk u lu s  te l je s s é g é h e z  a  következőket e lé g  b iz o n y í ta n i :
(pA 'Y  I p^ 
h "  op
X  t~4> 8 c  X h  y ^ X I“ CpAlp
2 . /  ) !  h í j )  8 c  1 1— к р
Y h~ X &C "icp I— X
» X h- Y
^ Y h-x
3-/ ?Ц/Ч) h  3i?
(Vn) 1— X ♦ l lTbX
4 * /  Minden ip I Y  “ h®z van o ly an  ^  , m elyre
f  l - 7.
T j / r ’ j,
ip (— X &c у l~X ==^> ^  I— X
5 .  /  ((X-l— ^  Se XI— ^  Xhip)$c
&с(ц>(— XSc^hX Tj/hX)) (^ J up te -«pb 4)
6 .  /  ^ A f y V X )  l ~  ( y A y ) \ / { y A X )
(tpAip)V(^ AX) |— (pAl^ VX)
-  ц- 6
A m egadott f e l t é t e l e k  közü l
1 . /  a z t mondja k i ,  h o g y . ф А 'ф  € ipf
2 .  /  a z t mondja k i ,  hogy 1 ф  e \
3 .  /  a z t mondja k i ,  hogy З^ф G ó(£p ‘ ^
4 * / a z t mondja k i ,  hogy b* h á ló re n d ezés  ( l * /  - e l  e g y ü t t )
5 . /  a z t mondja k i ,  hogy b" kom plem entált e lő re n d e z é s
6 * / a z t mondja k i ,  hogy d iB z t r ib u t iv  e lő re n d e z é s
A most m egadott f e l t é t e l r e n d s z e r  osak egy k i r a g a d o t t  p é ld a  a r r a ,  hogy a 
t é t e l  a la p já n  hogyan e l le n ő r iz h e t jü k  egy k a lk u lu s  t e l j e s s é g é t*  Az, hogy 
egy k a lk u lu s  t e l j e s s é g é t  i ly e n  könnyű e l l e n ő r i z n i ,  e szk ö zü l s z o lg á lh a t  
u j  e s e t le g  s p e c iá l i s  c é lo k a t s z o lg á ló  k a lk u lu so k  sz e rk e sz té sé h e z *  
( ez  p l*  t é t e lb iz o n y i tó  program oknál hasznos •)
K alkulusok  t e l j e s s é g é r e  a  következő  é rte lem b en  szü k ség es i s  a  f e l t é t e l :
Nevezzünk egy k a lk u lu s t  józannak , ha  a  h o z z á ta r to z ó  ^  e lő re n d e z é s re  
kongruencia*
CAndr*72; T41Kb* ( é s  ТЗоКЪ*, Т 2 9 к )J t é t e l e  é r te lm éb e n  ekkor minden jó zan  
k a lk u lu s ra  ig a z ,  hogy ha 4  — ^  , akkor a  r e l á c i ó  t e l j e s i ­
t i  a  f e l t é t e l t *
□
I I . 4*
R e p re z e n tá c ió té te l
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T A R T A L O M
§*  á  H  { f e z "t bpU5 J
I I4 .1 T I <r = l f
A b iz o n y í tá s  so rá n  f e lh a s z n á l t  d e f in íc ió k  é s  lemmák:
Minden oCe Lf -h e z  t  ^ ^  14x1+4 &
d < .e  H o ( 3 t p , * 0  ) * ( x t t e . . . U  ) = S  X
? '  1 % V l  ÍHiAi , **,У|Дх|А|Ах|1
V*(ip) a  ij)-ben e lő fo rd u ló  v á lto z ó k  in d ex e in ek  halm aza
I I 4 . I L :  Д X(cp) ^  \T(y)
9
I I4 .2 L : ó{( ^(tj-A j)) = 6^ áCClf)
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11*4* R ep rezen tác ió  t é t e l
R ep rezen tác ió  t é te ln e k  nevezzük a z t a  t é t e l t ,  mely k é t a lg e b r a o s z tá ly ,  
é s  LJ- azonosságá t mondja k i .  A zért nevezzük r e p r e z e n tá o ió té té ln é k ,  
m ert k im ondja, hogy minden lo k á l i s a n  véges c i l i n d r ik u e  a lg e b ra  re p re z e n ­
tá lh a tó  fo rm u la a lg e b ra k é n t, ( a könyv m ásodik ré s z e  e z t a  t é t e l t  b iz o n y í­
t a n i  f o g ja . )  A későbbiekben  e z t a  t é t e l t  m indig  o lyan k o r h a s z n á l ju k , ami­
ko r v a lam it már b e b iz o n y íto ttu n k  Лд^-ге é s  a  b iz o n y í tá s t  tovább  a k a rju k  
v in n i CA - r a  í b . A t é t e l  b iz o n y ítá sá h o z  a  t e l j e s s é g i  t é t e l t  fo g ju k  hasz­
n á ln i.
J e l ö l j e az e lső re n d ű  fo rm u laa lg e b rák  o s z t á l y á t ,  azaz
}
-  49 -
114Л Т
T é te l!
Г  = Lf
B iz o n y ítá s i
Ь / Г  s L f ! t r i v i á l i s
2 . / in
Legyen Z  e Lf .
D e fin iá lu n k  hozzá egy i t i p u s t  é s  egy &C fü g g v é n y t| úgy hogy
leg y en .
A zután majd be fo g ju k  l á t n i ,  hogy » é s  ig y
azaz
Z  6 S '
-  50  -
Ábra a  I I4 .1 T  t é t e lh e z
51
Ábra a függvény d e f in íc ió já h o z *
Ábra a  <1 e ló re n d e z é s  d e f in íc ió já h o z .  
^ÓC
Legyen és
SOt  i  < I Ax I + И >xeG
ÓL e  Н о  (  « С )
í
, Úgy, hogy
i ( x w . . . u ; -  )  =  S l ' 1
w , / v - , W ^V  V
ah o l * /
A x  -  í y o - , % 1  é s  y < - < y n ( nyilván
*
A d e f in íc ió  jó ,' h is z e n  K , 3t£> = JZ  , m ivel x  -  * ( X 1 £ V V  .  
a  f e n t i  je lö lé s e k k e l#
M ivel oC € CA  ^ ó s ig y  B oo le -a lg e b ra  i s ,  é r te lm e z h e tő  r a j t a
(oC)egy re n d e z é s , n ev e ze te sen
ЛЛ)
X 4  у x - W У = x
Legyen
^  d
J6
(<C)
jc.4
j/° — ✓  • *(£) r*
Most , m ivel a n tisz im m e tr ik u s  r e l á c i ó  О - n .
* /
Az le v e z e te t t  m űvelet d e f i n í c i ó j á t  lá s d 236 o ld .  1 .1 1 .9  d e f in í c i ó .
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Legyen * '  Á f**  'x e C
Ekkor
* '  6  U )  4
*  e З б (  5r? ^ 0 , L  ) ( z )
Most a z t ,  hogy Mj ° — — j úgy fo g ju k  b e l á t n i ,  hogy az á l t a l á n o s í t o t t
Gödel t é t e l t  a lkalm azzuk  - r a .
Ehhez azonban szükségünk le s z  k é t  lemmára.
Legyen \Л((р) a  Ip fo rm ulában  e lő fo rd u ló  v á lto z ó k  in d ex e in ek  halm aza. 
( p ó n to s  d e f i n í c i ó j a  a  fü g g e lék b en  m e g ta lá lh a tó .)  Ekkor
IIA .1L
Lemma:
Д  íK.(ip') s  \ T ( i p )
azaz
i  j  V ( ip )  = = >  q  Щ )  =  4 C (f )
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B izo n y ítá s :
in d u k c ió v a l t ö r t é n i k .
A ./  p rim form ulákra t
Legyen Ах “  { Ул  ^ , у / ' - ^ У п  ®S Г  ”  С у ,М ,- ,У п/ Ч , ]
Ekkor
A ^ ( x t r % .. .v % ) =  A  5 r  x  < =  : r * A x  =  4 r , m n i e V '( x i r n | . . .v rní)
B ./  az Л  , 1  t 3^  f m ű v ele tek re :
A ^ ( ^ A ^ ) s A(Kíip)-4<(Y))^AK((p) U  A ttty )  ^  W ifO U V 'ty) -  VT<ipAip)
A <== А^ (ф) VYip) = \ Г { ц р )
(к )
Д х ( Щ % ) )  fAK ^ H i i  s  V fyM -i}  = У Д . ? )
A  x ( = t y ) - A (  d . . )  S  { ^ j }  =  V ( = . p
4.6A-.
□
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I I4 .2 L
Lemma*
к ;  ( (f( -u ;/ 'u j ') ')  = ÓC(ip)
B iz o n y ítá s i
in d u k c ió v a l t ö r t é n i k .
A ./  p rim fo rm u lák ra :
Legyen Дх-{у,г,уп1 <U y,<...<yn.
dt
( x 4 - 4  (vA ) =  s n / i j .
X * , c
\  * C4v4rv4"/m
= ól *.(xor -ír )
"V" mn
B./  A-re, 1-re, 3m-re , —bn - re ,hg m + i |  és -L ¥= k.,n 1
Az in d u k c ió s  lé p é s  ig a z ,  m ivel a  o p e rá c ió , é s  a  OC , ó ^
függvények mind homomorfak * ( ó l —r e  1*5*3*) a  f e n t i  m űveletekre* 
P éldáu l«  / 7 7 7 3 Л  /^ Г Г ~ Л  /Г " Г чЖ )
о с (  (i<p) (гг- / и - ) )  7 ос  ( i  ( ( р Ц / ц р )  ^  -  о с ( (p(u-/и -)) =
- - - - C e O C i l p )  -  ó l  — O C (ip ) =  ó l  ОС ( n i p )
-  5 6  -
C*/ a  kim aradó e s e te k re  •
• »
Legyen Z  f e ls ő  k o r l á t j a  a  ip -b e n  sz e re p lő  v á lto z ó k  in d e x e ib ő l é s  l ,^ -b ő l  á l l ó
s zámhalmaz nak•
-  Л
f  f  4 ^ с е хЦ )) *
Í 5 8 . f t )m a i 4 W
II4-. 4L
6f y cz K ¥  ~ 4 c* iL(fp) = 4
k , f  i
г
)
л  =  á c C -jj)  -
□
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Most nézzük , hogy t e l j e s ü ln e k - e  a Gödel t é t e l  f e l t é t e l e i t
F e l fo g ju k  h a s z n á ln i  a  Gödel t é t e l  kim ondásakor b e v e z e te t t  j e lö lé s e k e t ,
U)! • /  M ivel C  B o o le -re n d ezés , ( l )  - b ő i  k ö v e tk e z ik , hogy
'  "4C
s B o o le -ren d ezés .
* M  л  42 ./  Mivel Л<(с) és }Л£)
A .  ,
_ _ ( X )
t £ 0  é s f c )  - b ő i  k ö v e tk e z ik , hogy
ic ев П.
é s  m ivel X ÓU^> 1» ^  X * i e cO•[ aJ x : Je oü} ) (h isz e n  oCeLf é s  'M ÍG.)
(>|) (Z) ás ||íf.2L - b ő i  k ö v e tk e z ik , hogy
Í ^ ( P *  : j e U)}
•к.
5 8  -
Mivel dji ( 4 .3 Л .)
V i
• t o
s: dim ( (C6),(C2) ül. (C5),(C0) ) és
dü
e
^ ) C
( (C5) )
ig a z , hogy **ÓC
^ÓC ttn
-it e
•
44P ÍTp 
« *  4
4 * / Legyen az prim form ula Х1Г ...Цк япг. ...V ' a la k ú , aho lЦ ^  * ы  г1пы  (Hn
A *  ~  I y n ( é s  legyen  továbbá
* “ b A , - , Ум/ты - ЧкнЧц.-.Уп/ т п 3
Ekkor (i) , (iv ) m ia tt
* ( * v.|b) -  6* s& i^x és
a U ^ )  -  _ 6 j  se  £ x
ahol 7Г€ со4 (т*М U {{} U Ах)
-  59
S g ^ X -e t q - v a l  j e lö lv e ,  a z t  k e l l  b e lá tn u n k , hogy
4
Ez ig a z ,  m ert
d . j  4  ( 6 i  a  • 6 ^  c i)  + ( ~ б [ а  • - 6 ^ a )
T ehát őc * é s  ig y
_  (— . о
=  —  j\  é s  e z z e l b e b iz o n y í to t tu k , hogy
oC e
□
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I I .  5 .
A fo rm u laa lg eb rák  é s  halm azalgeb rák  k a p c s o la ta
T A R T A L O M
115Л Т 1 SP • 4 P  Лг
II5*1M: A t é t e l  a  fo rm u la a lg e b rá k , i l l #  lo k á l i s a n  f .v é g e s  c i l .h a lm a z ­
a lg eb rák  egy-egy  r e p r e z e n tá c ió té te lé n e k  i s  fe lfo g h a tó *
II4*1T ,II5*IT K : S P  Lr -  S IP  I f
11*5* A fo rm u laa lg e b rák  é s  halmaz a lg e b rá k  k ap cso la ta*
Az e lőző  f e j e z e t  eredm ényei a la p já n  ahhoz, hogy Лг é s  Lf ( i l l #  CA) 
k ö z ö tt  k a p c s o la to t  l é t e s í t  síink ,e lé g  ^  é s  k a p c s o la tá t  v i z s g á ln i .
E f e j e z e t  eredm énye, hogy S P  <0/ = S P  Lf , melynek a la p já n  a  ké­
ső b b iek  so rá n  az c& r-re  k a p o tt  eredm ényeket á l t a l á n o s í t a n i  tu d ju k  CA - r a .
Legyen az < a  s t r u k t ú r a  á l t a l  m eg h a tá ro zo tt r é s z e  —nak ,
azaz
115.IT  
T é te l t
SÍP ^  = SP
-  62 -
B izon yítás:
1./ § — SP <Ár
<а
i t  lo k á l is a n  fü g g e tle n ü l  v ég e s , h is z e n  az
I
g e n e rá to rre n d sz e re  lo k á l i s a n  f* v é g e s , К d e f in í c i ó j a  m ia t t ,  é s
könnyen l á th a tó ,  hogy lo k á l i s a n  f* véges g e n e rá to r re n d s z e r  lo k á l i s a n
f  • véges algebrát generál* így minden N M^_ —re  ŰL e  S P  Mr,
hiszen ^  P  J l<aeN ^  . r v  M
M ostI m ivel tu d ju k , hogy ^ a  ^  ^ ( 3 N — — íl*
( l á s d  p l .  [дпс1г.72{ T41k1), ad ó d ik , hogy
£  £  I S P  Mr =  S P
2 . /  o ó r  — Ъ Ъ S P  г V
Legyen ^  е .
S zerk esz tü n k  hozzá egy (0 i
úgy hogy £  j X
<U
(v a la m ily e n  é  - t i p u s u )  s t r u k t ú r á t ,
e  ^  .*\ u
\ I IUtólag észrevettük, hogy l . j  bizonyítása -felesleges, hiszen. Itt. ÁT nuritá
% =  Lf э  b r .
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M ivel o ü  lo k á l i s a n  f* véges h a lm aza lg eb ra , van o ly an  A halm az, 
hogy
В S s r  A
(УЬеВИЗ^соЧХ^^А) b = b e“A = -tj ‘й Д
R ö g z íte t tü n k  t e h á t  egy b 6
в
ÜJ t ip u s u <a s t r u k tú r á t  •
Ж  -  « f i , m ert
) m ivel (Vbe&) kíb^...^)^ “ b
, m ivel m in d k e tte n  r é s z a lg e b r á i  °Ад
'ЗУ
-n a k .
M ost, t e k i n t v e ,  hogy S P  l e z á r á s i  o p e r á to r ,  l . / - b ő l  é s  2 . / - b ő l  ad ó d ik ,
hogy
5 P  §  =  5 P
□
-  6 4  -
II5.1M
M egjegyzés:
A t é t e l b ő l  k ö v e tk e z ik , hogy ofr é s  ?  k vázivarietáB a megegyezik*
( e z  onnan lá th a tó ,  hogy a  k v á z iv a r ie tá s k é p z é s  az S P  - n é l  e rősebb  l e ­
z á rá s i  o p e rá to r* )  E s z e r in t  n y ilv á n  v a r ie tá s u k  i s  m egegyezik, azaz 
^  -b e n  pon tosan  azok az e g y e n le te k  é rv én y esek , m int <£xr -ben*
A b izony itáB  so rán  l á t t u k ,  hogy
a .  /  £  S P  oCu-
Ez a fo rm u laa lg eb rák  egy r e p re z e n tá c ió té te lé n e k  i s  t e k in th e tő ,  m ely 
leh e tő v é  t e s z i ,  hogy az e lő b b ie k  v iz s g á la tá n á l  g e o m e tr ia i i n t u i c i ó r a  
i s  tám aszkodjunk*
b .  /  J s r  s  S '
Ez egy f o r d i t o t t  irá n y ú  r e p r e z e n tá c ió - té te ln e k  fo g h a tó  fe l*
□
Ш Л Т .П 5 Л Т К
Következmény:
5P Lf = SP &
B iz o n y ítá s :
-  65 -
I I I .
Az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s  a lg e b ra i  v iz s g á la ta *
T A R T A L O M
A f e je z e tb e n
I  = D o t  I -a  -  t ^ - t
I l l Л .  A lg eb ra i d e f in íc ió k  é s  t é t e l e k  (b iz o n y ítá s u k  a függe lékben)
1 1 1 .2 . Az <( к )> lo g ik a  szem an tik á ján ak  t i s z t á n  a lg e b ra i  e l ő á l l í t á s a
4
1 1 1 .3 . V á lto z ó je lm e n te s  e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s
1 1 1 .4 . A d e f in iá ló r e lá c ió k  szükségessége
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Ez a f e je z e t  a  tanulm ány k ö zp o n ti r é s z e ,  melyben az e lső re n d ű  p red ikátum ­
k a lk u lu s  a lg e b ra i  tu la jd o n s á g a i t  v iz s g á l ju k -  A
Ш Д . fe je z e tb e n  o ly an  a lg e b ra i  d e f in ic ió k a t  é s  t é t e l e k e t  k ö z lü n k , me­
ly e k re  a  későbbiekben  szükségünk le s z -  M ivel az i t t  k ö z ö lt  t é t e l e k ­
r e  nem tu d tu n k  iro d a lm i h iv a tk o z á s t  a d n i ,  b iz o n y ítá s u k a t  a  függe­
lékben  k ö z ö ljü k . A
I I I 2 -  f e je z e t  a  szokásos e lső re n d ű  p re d ik á tu m k a lk u lu s , ^  3 í p , к  ■> 
a lg e b ra i  v i z s g á la t á t  ta r ta lm a z z a ,  melynek eredm ényeként a
I I ] ^ -  f e je z e tb e n  k o n s tru á lu n k  egy az < 3 f P  , к  >
4
- v a l  e k v iv a le n s ,
de a lg e b ra i  szem pontból te rm é sz e te se b b  f e l é p i t é s ü  lo g ik á t -  B e fe je ­
z é s ü l ,  a
1ЦД- f e je z e tb e n  b iz o n y l t ju k  а  Щ 2 .  é s  1 Щ *  f e je z e tb e n  h a s z n á l t  b iz o ­
nyos eszközök e lk e r ü lh e te t le n s é g é t -
A rö v id eb b  Írásm ód érdekében  а  I I I -  f e je z e tb e n  v é g ig  é rv én y esek  a  következő  
konvenciók;
Az I j e l  Do i  - t  r ö v i d í t ,  az Л  j e l  p e d ig  a  s z ö v e g e t.
T
Tehát
I  « D ó i -  -- v  1
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I I I . ! .
A lg eb ra i d e f in íc ió k  é s  t é t e l e k
T A R T A L O M
A d e f in iá ló r e lá c ió k a t  (5 ) eg y en le tek n ek  i s ,  é s  re lá c ió n a k  i s  
t e k i n t jü k .
^  e НотСЗц ,Lőí) i Do
4Xtf 5
d<J— 5 e
j f  K. cíf К d e f in í c i ó j a
J e lö l é s : ..(.s) k d (S)• M j 1 '
...j к d (0) ,, ■ - I K
ß ) „  
a.) ííj. К 4 f S P K
fa) ^  к •  <? S P K
Г® к - i * -a if s ,
• cl
ahol I -  I l id  •
f ( ) К ^  ^  Sx ^elJe,K
IIH ..2 T : л ®  К ° -  C tj К
f t
-  68
I l l . d .  A lgebra i d e f in íc ió k  é s  t é t e l e k  (  b iz o n y ítá su k
a  függelékben)*
Ebben a f e je z e tb e n  a  d e f in iá ló  r e lá c ió k ,  a  d e f in iá ló  r e lá c ió k  a l a t t  
szabad a lg e b rá k , é s  a lgebrahalm azok  d e f in iá ló  r e lá c ió k  a l a t t  szabad  
s z o rz a ta i  közpon ti s z e re p e t kapnak. ( Lásd 147 o ld*)
Ha adva van egy te t s z ő le g e s  I  halm az, az I  - v e i  f e l í r h a t ó  d e f in i á ló -  
r e lá c ió k  tu la jd o n k ép p en  az £  - b e l i  m űvelet je le k k e l  f e l i r h a t ó  eg y en le ­
t e k  az I  e lem e it h a sz n á lv a  v á l to z ó je le k k é n t• M ásszóval, egy S  d e f in i ­
á ló re lá c ió -h a lm a z ra  ig a z ,  hogy
5  s  [ = j x z ^
A tovább iakban  (a  könyv 147 o ld a lá n a k  m o gfe le lően  ) , ha az S  e g y e n le t­
re n d s z e r t  m int d e f in iá ló r e lá c ió -h a lm a z t  t e k i n t jü k ,  akkor a z o n o s ít ju k  az 
í t j  nek i m egfe le lő  ré sz h a lm a z á v a l, azaz a  m eg fe le lő  r e lá c ió v a l  Tt^ -n*
Tehát
-
i
S
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Legyen ^9 9 ^  » é s  C0L  egy " t - t ip u s u  a lgeb ra*  Ekkor q
< a / \  J
homomorf k i t é r ;j e s z t é s é t . ^  - t  a  következőképpen d e f in iá l ju k :
nőm( k <öt)Lbg
/ U / \  i
9 9 ■ 9
o ly a n , hogy
Ha adva van  egy lCÁj a lg e b ra  é s  egy A k ié r té k e lő  függvény, akkor 
a  szo k áso s  é r te le m b e n  mondjuk a z t ,  hogy az 3  d e ln iá lé  r e lá c ió k a t  g 
k i e l é g í t i  ^JL -ban  ( 3  e le m e it eg y e n le te k n e k , te h á t  form uláknak t e k i n t ­
v e ) :
' ö t  1=  s  < = ^ > 5  £ О
A továbbiakban К egy tetszőleges i-t ip u su  algebraosztály.
\  К és Ctj К defin iciójával (lásd 1 .2 .) analóg módon definiáljuk
% (S)K - t  é s  с ^ 5 ,к  - 1 .
Az " I —vei generált К —szabad algebra 3 a la tt” З'Н- К és a szó—
(5)
algebra neki megfelelő kongruenciája Ctj- К defin iciója annyiban tér 
e l a könyv 147 oldalán adott d efin íc ió tó l, hogy nem kötjük k i, hogy I 
rendszám legyen és kikötjük, hogy a tipus í  •
E s z e r in t  Gt^ . К az "5+^  a lg e b ra  azon k o n g ru en c iá in ak  m e tsz e te , melyek 
ta r ta lm a z z á k  5 - e t  é s  m elyekkel v e t t  f a k to r a lg e b ra  izom orf 5  К
valamelyik elemével.
7 0  -
Je lö lé s*
Minden . , .^ K  alakú jelölésben (ahol ... helyett á llhat St* , О 
vagy olyan je l, amit később vezetünk be) elhagyjuk az I indexet, ha 
az 5 -bő l helyreállitható, azaz
(S) d (5)
•  • •  • '  I  •  •  ^  ' ahol
I az a legkisebb halmaz, melyre S —
Továbbá, S = 0  esetén a felső (5) index is  elhagyható- tehát
... к á ...y
Ez a j e lö l é s  nem v ez e t e lle n tm o n d á s ra , m ert a  már korábban  d e f i n i á l t  
К ( О  К foga lm akra  f e n n á l l ,  hogy
К = sv'0) к  éb ь  К = cí® К
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I I I d . i T
T é te l t
a .  /  К = S t*  S P  К
b. /  cíj5) К = Gr® SP к
Most a lg e b rá k  h e ly e t t  v iz s g á l ju n k  a lg e b ra r -k ié r té k e lé s  p á ro k a t . P é ld áu l 
a h e l y e t t ,  hogy é rv é n y e s -e  az E  e g y e n le t ÖL -b a n  ) Ö l  И  E  ) a z t  kérdez­
zük , hogy ig a z - e  az E  e g y e n le t ‘ÖL -b a n  a  g k ié r t é k e lé s  m e l le t t  , ‘ÖLI^ E  .
A következőkben  a  K. 0 , Ö L  У  p á r  számunkra eg y en érték ű  le s z  a  ^ g4
homomorfizmuss a l  a  következő  okokbólt
M ivel az a lg e b r a - k ié r t é k e lé s  p á ro k a t csak  e g y e n le te k k e l v iz s g á l ju k ,  a  g 
homomorfizmus m eghatározza  • a  -n a k  szám unkra é rd ek es  r é s z é t ,  azaz a  
< g, ‘ÖL p á r  é s  a  <C <3 » ít'j У  p á r  szám unkra e k v iv a le n s .
M ivel az u tó b b i é s  ^ g 4 egymást k ö lcsö n ö sen  m eghatározzák , а  g , ‘ÖL 
p áro k  h e ly e t t  v iz s g á lh a t ju k  a  g homomorf izm usokat.
E z t k ih a s z n á lv a  a  következőkben  < ^д ,01 )>  párok  va lam ely  o s z tá ly á t  é s  a  meg­
f e l e l ő  homomorfizmusok o s z tá ly á t  f e l v á l t v a  h a sz n á lju k  kényelm i szem pontokat
k ö v e tv e .
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K izá ró lag  o lyan  hom om orfizm usosztályokat ( azaz a lg e b ra r* k ié r tó k e lé s  párok­
bó l á l l ó  o s z tá ly o k a t)  fogunk v i z s g á ln i ,  melyek megadhatók egy a lg e b ra o sz tá  
és  egy d e ín iá ló re lá c ió h a lm a z  s e g íts é g é v e l*
А К algebraosztályhoz é s  5 d e f in iá ló re lá c ió -h a lm a z h o z  t a r to z ó  homomorf
musosztályi
I ^ K  = « « a tf  S , дбГА , -ÓL«« 1
Ugyanúgy, ahogy a lg e b ra o sz tá ly o k h o z  m e g sz e rk e sz te ttü k  sz a b a d a lg e b rá ju k a t 
(m ely b izonyos é rte lem b en  közös lényegüke t tü k rö z te )  most a  homomorfizmus­
osztályokhoz s z e rk e s z t jü k  meg szabad  s z o rz a tu k a t :
г ®  к szabadszorzata:
(S)
-Pi К = < <Я,>9 x ^ 6 i^ <5)k
Megjegyezzük, hogy 0*3*6 kimondja, hogy p^K  e Hóm
Továbbá a  következő  t é t e l  k im ondja , hogy а  p^K ( К * 3r У p á r
S P  к  -szabad 3  alatt*(Lásd a könyvben 146 old*)
I I I Í .2 T
T é te l :
(S ) (5)p 1 к -  о .  к
□
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CJ,eI
к  = i * ö t i
VI
definíciójához.Ábra
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I I I . 2
Az ^$Tp,IO lo g ik a  szem an tiká jának  t i s z t á n  a lg e b ra i  e l ő á l l í t á s at _____________ __ . .
I I I2 .1 L : (V Ó 6 C A )(^ ftf Rt  = *  I f  ^  )
III2 .1L K : r 0^  CA S  r (^  CA
I I I2 .2 L :  Rt = Ф  (3! 6 ^  к  -  ^
III2 .2L K : a.) ( У о е Г ^ ^ Х З ' . ^ е  M ) £ . |< » q
J X *41 J
b.) Í V a e M ^  ) ( 3 ! д е Г (% )  =  g
III2 .1M : M pt é s  I t'<ísT—% a z o n o s ít ju k  a  f e n t i  m e g f e le l te té s  s z e r in t  .
Ш 2 Л Т : к  « p R^  J j f
(o )
П 12Л Т К : a* a  8  ü *  CA
T A R T A L O M
III2 .2M : s z e rk e z e te  a lg e b r a i la g  lé g b ő lk a p o tts  a  következő  f e je z e tb e n
se g itü n k  ezen .
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I I I *2« Az ^  S*p , к. У lo g ik a  szem an tiká jának
ri
t i s z t á n  a lg e b r a i  e l ő á l l i t á s a .
A lább m egadjuk az R^_ d e f in iá ló  r e l á c i ó k a t ,  m elyekrő l l á t n i  fo g ju k , hogy 
az к У lo g ik á b a n  p o n to san  l e i r j á k  a  prim form ulák ( R ) e z e rk e -
?  c
z e té t#  Megadjuk to v áb b á  az d e f in iá ló  r e l á c i ó k a t ,  m elyekrő l I I I2 .1 L  b izo ­
n y l t j a ,  hogy -n e k  "következraényeiw# 5^  h a s z n á la ta  III# 2 # -b e n  csak  ké­
nyelm et n y ú jt  I I I 2 .2 L  b iz o n y í tá s á h o z , m ely lemma szo ro s  k a p c s o la to t  l é t e s í t  
M é s  k ö z ö tt#  Ezen a  k a p c so la to n  a la p u ln a k  a  III# 2 #  eredményei#
5 ,  a lg e b ra ib b  a l a k j a  I I I# 3 # -b a n  már to v á b b i a b s z t r a h á lá s r a  n y ú jt le h e tő sé g e t.
V
R ^ D , U H , ah o l
D a  d im e n z ió k o rlá to z á s :
i J 1
=  {  ^ \ - Ч л = : 4-e I  > i e  j e W4 í i 0;..,án } i
H a  h e l y e t t e s i t é s i  k a p c so la to k : 
d
H t  4  t  \ } л  П - ^ п  = \ ^ л П - \ Л \ й \  A
✓
A h e l y e t t e s i t é s i  v iszo n y o k  egy kényelm esebb kim ondása:
{ s  ^4 (W ...VJ = 1\ - \  '• «И*» íel°w  ^ M  kV >MX'
atett tnluxM ■ Цр. H ивуь atáiMmx, á 1/ЛпМ>] a <Ща-> №
i € co}
E lfed- 0тЮ° « б * 1« Л »  « 6™ t n v * клхх* H u  0)>o "• ™  ••• m+n.
7 6
A következő lemma kimondja, hogy cilindrikus algebrákon az S, definiáló re-
V
«
lációk az definiáló relációk következményei, azaz
I I I2 é lL
Lemmas
( V ^ e  CA) ( c£r If Rt = »  )
(R )
(E z t a  té n y t  töm ören úgy is  m egfogalm azhattuk v o ln a , hogy —  .)
B iz o n y ítá s :
A b iz o n y ítá s  so rán  a  következő  j e l ö l é s t  h a sz n á lju k :
= 9 (
A b iz o n y í tá s  a  következő s e g é d á l l i tá s o n  a la p s z ik  (m ely  s p e c i á l i s  e s e te  a  
lemmának d * l l* l l * ( i )  a la p já n ) :
S egédá ll i t á s :
A f e n t i  je lö lé s e k e t  h a sz n á lv a  é s  f e l t é v e ,  hogy CA э te R
J 'v
Я  °v " v  V 'o - ' - S n ^ m . c  Vu
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A s e g é d á l l i t á s  b iz o n y í tá s á t
Ha \ )~ j '  t akkor az á l l í t á s  t r i v i á l i s ,  h is z e n  X =  X (
d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t .
Ha í  , akkor
T e h á t, £  * ?  s -t ■
□
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III2 .1L K
Következményt
Г (^  CA s  Г (^ С А
□
1112.2h
Lemma:
Ha <lxr 9 Ir R,j  t
m elyre
° кOl
ев ig y  n y ilv á n  ч $  ~  ^3  R9 S  •
• akkor van  p o n to san  egy
4 / \
9
W
<01 eM
B iz o n y ítá s :
E lég  a z t  b iz o n y í ta n i ,  hogy З ! ^  , m elyre ig a z ,  hogy
?
/ t  ° к
ü t 3 еэ j Cs & J L
m ert:
Minden ‘ö L - r a '^ j f  0 к e Hóm ( K l Л  ) é s
V
k ö v e tk e z ik , hogy
% . - k
и £ о к - b ő i
-6/ \f
e 3 " 6 x -b ó l k ö v e tk e z ik , hogy ( 3 !  A )  -Ö  — Л *
со A J
t u d n i i l l i k  oÓ  egységelem e A ,
79
^Ц % --чД в1= д Ц ч - ' О  t e l j e s ü l é  eéhez А - n  az •ÖL reláció
csak  a  következőképpen  vehető  f e l t  -
= í  ^ * 6 е 9 ( * "  4l  ^  ^ •
A most f e l v e t t  e g y e tle n  le h e ts é g e s  ^Oí s t r u k tú r a  m eg fe le l a  követelm ények­
nek , m ert
( ®  ( § ^ )
0 v  я  f t í ü ú t o U i
=  S, ^  (  д ( ^ . . . 1 ^ ) )  -  V i 'A d b l ^ y
= 9 4 v o
E vvel b e lá t tu k ,h o g y  P  i  к  9  •
□
-  8 0  -
III2 .2L K
Következmény:
a*/ ( V 9 e r (R‘V ) G ! ca e M t )
ъ . /  ( V ^ e M ^ G I g e T ^ )  к =  g
£ ° к
B iz o n y ítá s :
Ad a * /  T r iv i á l i s a n  k ö v e tk ez ik  d e f in ic ió já b ó l  I I I 2 .2 L  f e l -  
h a sz n á lá sá v a l •
Ad b . / A m egadott q függvény ( £ 0 к * ) eleme dCif -nek*
J 'ót
□
III2 .1M
M egjegyzés:
A f e n t i  következm ény s z e r in t  (i II2*2L k) van  egy k ö lcsö n ö sen  egyérte lm ű
p (^ )  r M
m e g fe le l te té s  I é s  k ö z ö t t ,  m ely s z e r in t  ezek  minden
üzáraunkra é rd ek es  szem pontból egyenértékűek*  E z é r t  a  következőkben  sok­
sz o r azonosnak t e k in t jü k  ő ke t e m e g fe le l te té s  s z e r in t*  ( i l y e n  e se te k b en  
^z t j e l e z n i  f o g ju k . )
□
8 1
I I I 2 .1 T
T éte l*
,ooM^_ - t  és Г * J j f  - t  azonosítva!
к = Ar
B iz o n y ítá s i
F e lh a szn á lv a »  hogy h a  °ÖL€ é s  
elemek» akkor k = 9 ,
9er(R*V egym ással a z o n o s í to t t
□
-  8 2  -
1112ЛТК
Következményi
a . / III II *
5
О >
b . / % -  3 r " ‘' c A
B iz o n y ítá s :
Ad b . /
1112.1TK a,
□
83
III2*2M  
M egjegyzési
Az К í t 'p  , к  У lo g ik a  in te rp re tá ló fü g g v é n y e , к  , egy m eglehetősen
?  > (P)
te rm é s z e te s ,  t i s z t á n  a lg e b r a i  fogalommal e g y b e e s ik , n ev eze te sen  a  p   ^ ö(jü"
s z a b a d s z o rz a t ta l*  A szem an tik a  ezen  fo rm ájának  a lg e b ra i  te rm é sz e te s sé g é t 
csökkend, a z ,  hogy ^  é s  s z e rk e z e te  a lg e b ra i  szem pontból lég b ő lk ap o tt*
A következő  f e je z e tb e n  l á t n i  fo g ju k , hogy van o ly an  -  az e lső ren d ű  p re d ik á ­
tu m k a lk u lu s sa l eg y e n é rték ű  -  lo g ik a ,  mely e z z e l  a  k i s  a lg e b ra i  szép ség h ib áv a l 
már nem r e n d e lk e z ik ,  E lo g ik a  n y e lv e , éppúgy, m int sze m a n tik á ja  egybe fog  es­
n i  t e l j e s e n  te rm é s z e te s  a lg e b ra i  fo g a lm ak k a l, ( a ta u to ló g ik u s  fo rm u laa lg eb ra  
p é ld á u l  a  c i l i n d r i k u s  a lg e b rá k  d im e n z ió k o rlé to z o tt  e z a b a d a lg e b rá ja ,)
□
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I I I . 3 .
V á lto zó je lm en tes  e lső re n d ű  p red ik á tu m k alk u lu s
T A R T A L O M
III3 -1 D : A v á lto z ó je lm e n te s  e lső re n d ű  pred*kalk*  , aho l
\  6 Hom( Jtj , )  I = { *e"A1 * e •
I I I3 .1 L :  \ *  3^ = k* 3tf>
III3 .1LK s , k >  e k v iv a le n s  <  & , , *11 >
III3-1M : Az ín  nye lv  k i f e je z ő e r e je  te h á t  m egegyezik az Üp n y e lv  k ife je z ő e re jé v e !
III3 .2D « a, 4 JU f t  ^  (V reI)(V -i^lr) ct g r  = g r 
b> r (t)K = í ^ '  WeK 3
C.) &WK Btb. hasonlóan
III3*2M : A d im enziókori*  a d e f in iá ló r e lá c ió k  egy é rd ek es  s p e c i á l i s  e se te*
L Ю /Ш З Л Т 8  % = P  h r
III3*3M : A lo g ik á t  mostmár b e v e z e th e tjü k  egy t i s z t á n  a lg e b ra i  k o n s tru k c ió k én t*
*  = k °
III3 .1T K : a.) ä  -  C f  CA 
h> Ц /  = 3b(t) Cfl
III3*4I*ls Az i t* k a lk * ta u t • form *alg* j a  a  szabad  B o o le -a lg * ; a  t - t i p *  p red*kalk*  
ta u t*  fo rm * a lg * ja  a  i - v e l  d im .k o r l . t t  szabad  c i l . a l g *
I I I 3 . 5M: Az Ttj. v iz s g á la tá v a l  - r ő l  i s ,  az a lg e b rá k ró l  i s  m egtudtunk vm it*
III3*6M í ü) A v á lto z ó je lm e n te s  lo g ik á b ó l k i in d u lv a  a  szokásos kényelm es nyelvek  
e l ő á l l í t h a t o k  r ö v id í té s e k  b e v e z e té sé v e l*  
b.) Az e lső r*  lo g ik a  e k v iv a le n s  v á l t o z a t a i  so k o ld a lú  r e n d s z e r t  képeznek* 
C) Be le h e t  é p í t e n i  sza b á ly o sság o k a t a  nyelvbe ( adekvát n y e lv ek )
d. ) T ö r té n e t i le g  a  b e é p ü lt sza b á ly o sság o k a t k iem elve ju to t tu n k  í t j  -hez*
e. ) A b o n y o lu lts á g i  h ie ra rh iá b a n  v a ló  k ö z lek ed és  eszköze i*
III3*7Ms Más s t r a t é g i á t  i s  v á la s z th a t tu n k  v o ln a  a  tanulm ány f e lé p í té s é n é l*  
III3*8Ms A c i l*  alg*  fogalm a n é lk ü l  i s  ö s s z e fo g la lh a tó k  az eredmények* 
III3*9Ms A f e lh a s z n á l t  eszközök szü k ség e sség é t a  k ö v * fe je z e tb e n  b iz o n y ltju k *
I I I - 3 .  V á lto z ó je lm e n te s  e lső re n d ű  p re d ik á tu m k a lk u lu s .
Ebben a  f e je z e tb e n  megadunk egy , az e lső re n d ű  lo g ik á v a l ek v iv a len s  lo g i­
k á t ,  m elynek mostmár nye lv e  i s  é s  sz e m a n tik á ja  i s  t i e z t á n  a lg e b ra i  kons­
t r u k c i ó .
I I I3 .1 D
D e f in ic ió :
Legyen b  e egy t i p u s .
A most bevezetendő  <( Ttj. f У lo g ik a* ^  ugyanazon in te r p r e tá c ió k a t  
é s  ugyanazon ig a z s á g é r té k e k k e l k o z o l, m int az К. , к  У lo g ik a * ^ ,
í
ennek m eg fe le lő e n :
Л e Hóm ( j t ,  JPL °C  ^ o ly an ,hogy  minden td e M - r e  
] '  № M t A ^
■ i(q .L  = i  6 6 : *  6 ^  } .
□
* / A 4  é s  к j e le k e t  különböző be tű k k én t h a s z n á lju k .
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пиль
Lemma*
4* 54 « <Х = к* 54
1 н
B iz o n y ítá s t
Legyen a  főprim form ulók  halm aza f azaz
h  á t  n - ^  * s-e l  *
M ivel tu d ju k , hogy 1^ R^ _ ) I I I 2 .1 L  a la p já n
f t t k 5 *  I a l a k j a  m ia tt  ez a z t  mondja
, m 4 k i ,  hogy
á p  к* \  -  a .
De k f c ^ l J r ) ^  , é s  e z é r t  ^  I  = к  rj^  , é s  ig y
Д 'я1 н (;* ^  , *  T _
о д  к, 1 ОЛ- , ami a z t  j e l e n t i ,  hogy
4 5tj = iX .
□
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i m . i L K
Következmény:
A r e lá c ió  s z in t a k t ik a i  eszközökkel i s  d e f in iá lh a tó ,  azaz
a * /  van o ly an  s z in ta k t ik a i  la g  d e f in iá lh a tó  i  ' Ttl —►ír függvény,
1 ?
4  -  к ° г
m elyre
t u /  van o ly an  s z in t a k t ik a i  la g  d e f in iá lh a tó  \  • ír_ —* ír függvény,
k  “
m elyre
B iz o n y ítá s :
Ad a . /  Legyen д Ц )  “
é s  . . d % / \г  -  3
Az Г függvény s z in t  a k t ik a i  la g  d e f in i á lh a tó ,  m ivel a  3  függvény s z in -  
t a k t i a i l a g  van megadva é s  a  homomorf k i t e r j e s z t é s  szó a lg eb rák o n  nem r o n t j a  
e l  a  s z i n t a k t i k a i la g  d e f in iá lh a tó s á g o t*
M ivel a  függvény homomorf izmus é s  I  - n  m egegyezik 4  - v a l
4  *  к  * г
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АЪга III3.lLK .-hoz
9 0  -
Ad Ъ ./  Legyen
és
Az e lő b b i módon b e lá th a tó ,  hogy ez a  j, fü g g vén y  m egfelelő*
III3 .1M
Megjegyzés*
III3*dL  k im ondja , hogy az 3tV ) k . У é s  az <C , к У .lo g ik á k  
szem an tikus a lg e b r á ja  e g y b e e s ik , azaz a  k é t lo g ik a  egyenértékű*  Ez a z t  je ­
l e n t i ,  hogy az n y e lv  k i f e j e z ő e r e je  pon to san  m egegyezik a  szokásos
e lső re n d ű  n y e lv , k i f e j e z ő e r e j é v e l .  Ez a  k a p c so la t  p l .  a  Lindenbaum-
r  %
lo g ik a  é s  az iT p  k ö z ö tt  nem á l l  fe n n , vagy k ü lönösen  nem á l l  fe n n  az
/
e l s ő -  é s  másodrendű lo g ik á k  k ö zö tt*  (Az n -ed ren d ü  lo g ik a  szem an tikus a l ­
g e b r á já t  lá s d  [A ndréka-G ergely-N ém eti 73 d ] .)
Ezen tú lm enően III3*1LK m ia tt  a  k é t lo g ik a  e k v iv a le n s  is*
□
A to v áb b iak b an  szükségünk le s z  a  d im enziókor l á t  о zás foga lm ára  é s  ennek 
k apcsán  a r r a  a  fo g a lo m ra , hogy egy У  p á r e le g e t  t e s z  a d o tt
d im e n z ió k o rlá to z á sn a k , v a lam in t a d im e n z ió k o rlá to z o tt szabad a lg e b ra  
fogalm ára*  E zeket a  fogalm akat a  könyv 2*5*31 d e f in í c i ó j a  s z e r in t  hasz­
n á lju k *  A d e f in í c i ó t  ( e g y s z e r ű s í t e t t  form ában) idézzük!
III3*2D
D e f in íc ió i
A d im e n z ió k o r lá to z á s t  -i - t i p u s u  a lg e b rá k ra  é rte lm ezzük . 
Legyen i  e t í p u s ,  é s  g e A
a . / • a
W r ( U K
c . / Л ,  Pll)
• a i - t  ^  ( v^ d ( v í ^ )  я  ^  = g,
‘f l l t f - b  ( }
K, p  K( s t b .  é r te le m sz e rű e n  adódik a f e n t i  d e f in íc ió b ó l .
□
III3.3M
M egjegyzés:
III3*1T  leh e tő v é  t e s z i  az e lső ren d ű  lo g ik án ak  egy , az e d d ig ie k n é l 
"matem atikaibb" b e v e z e té s é t:  D e f in iá lh a t ju k  az e lső re n d ű  lo g ik á t  az 
^ 9 ^  > p á rk é n t ,  azaz egy t i s z t á n  a lg e b ra i  k o n s tru k c ió k én t*
Szavakban: a 4; - t ip u s u  e lső re n d ű  lo g ik a  nem más, m int a  lo k á l i s a n  f • véges 
halm azalgebrák  t  - v e i  d im e n z ió k o rlá to z o tt s z a b a d sz o rz a ta , ö sszek ap cso lv a  
a m egfe le lő  sző a lg e b ráv a l*
J e lö l jü k  az szem antikus e k v iv a le n c iá já t  é  - v e i ,  azaz
П 13Л ТК  
K övetkezneny:
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B iz o n y ítá s :
T e l je s e n  an a ló g  а  Ш2ДТК b iz o n y í tá s á v a l :
Ad a * /
Ad b . /
K ö zv e tle n ü l adódik  e t é t e l  a . /  p o n tjá b ó l é s  3 r ^  К  d e f in íc ió já ­
ból*
□
III3 .4 M
M egjegyzés:
A p re d ik á tu m k a lk u lu s  a lg e b ra i  v iz s g á la tá b a n  e l ju to t tu n k  a r r a  a  s z i n t r e ,  
am elyen az Í t é l e t k a l k u l u s  a lg e b ra i  l e í r á s a  á l l :  ahogyan az Í té le tk a lk u lu s  
ta u to ló g ik u s  fo rm u la a lg e b rá ja  a  szabad  B oo le-a lg eb ra* ^ ,  úgy а  b - t ip u s u  
p re d ik á tu m k a lk u lu s  ta u to ló g ik u s  fo rm u la a lg e b rá ja  a  ~b - v e i  d im en z ió k o rlá to ­
z o t t  szabad  c i l i n d r i k u s  a lg eb ra«
□
P o n to sab b an ,a  V  i t é l e tv á l to z ó k k a l  ren d e lk ező  Í t é l e tk a lk u lu s  fo rm ula- 
a lg e b r á ja  a  V  - v e i  g e n e rá l t  szabad  B oo le-a lgeb ra*
ш а
M egjegyzés:
Az Ttj nyelv  v iz s g á la ta  so rán  az 
hoz ju to t tu n k ,  n ev eze te sen
n y e lv rő l i s  to v áb b i inform ációk-
~  C A
ső t az iz o m o rf iá t b i z t o s i t ó  függvényt i s  ism erjü k ;
az a lg e b rá k k a l k a p c so la tb a n  p ed ig  k i d e r ü l t ,  hogy
é s  hogy
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1 Ш .6 М
M egjegyzést
a . /  A II I* 3 *  f e j e z e t  eredm ényeként a  "t - t i p u s u  e lső re n d ű  (egyenlőséges) 
lo g ik á t  Ъе le h e t  v e z e tn i  egy t i s z t á n  a lg e b ra i  k o n s tru k c ió k é n t, neve­
z e te s e n  az <( f f f i d í Г У  p á rk é n t.
Konkrétan»
Свак az <С?ГТ lo g ik a  l é t e z é s é t  fogad ju k  e l  é s  az l t D e lem eit
I  4
az Tti e le m e ire  u ta ló  nevekként d e f in i á l j u k .  M áeszóval Tt"D nem
Г  ?m ás, m int az Tt^ . e lem einek  r ö v i d í t e t t ,  sze m lé le te se b b  Írá sm ó d ja .
Á lta lá b a n , az n y e lv  kényelm esebb h a s z n á la tá ra  különböző egyez­
ményes r ö v id í t é s e k e t  i l l .  j e lö lé s e k e t  v e z e th e tü n k  b e , p l .  i n f i x  Írásm ód, 
s p e c i á l i s  k v a n to ro k , v á l to z ó  je le k  (e v v e l ju tu n k  e l  az ífc, - h e z ) ,  függ>- 
v é n y je le k , l e v e z e t e t t  lo g ik a i  j e l e k ,  s t b .
J e le n  szem pontból le g fo n to sa b b  r ö v id í t é s  a  v á l to z ó je le k  b e v e z e té se .
E z t a  következő  sz a b á ly o k k a l ad juk  meg:
J e le n t s e  o< h  a z t ,  hogy a  p  r ö v id í té s e .
П . - - Л
b
о a V V U  ^
M ost:
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ha ^ ,-z , akkor
h 4-
m h 35 (Ъ Л 36(1 0 Л 30("05Л З/ 1 б  Л Ч-})))
és  ö s s z e te t t  fo rm u lák ra  é r te le m sz e rű e n ,
p l " -  -  h l1 V-0-.t <\r
Mint a f e ls o ro lá s b a n  e m l í te t tü k ,  a  r ö v id í té s e k  b e v e z e té sé t  f o ly ta tv a  a
most k a p o tt "fc, n y e lv b ő l e l ő á l l í t h a t ó  az un . fü g g v é n y je le s  e lső re n d ű
%
nyelv  i s ,  j e lö l jü k  a z t  Tfp - v e i .
К ^
( p l . ,  ha  Ф e I  egy kétargum entum ú fü g v é n y je llé  rö v id í te n d ő ,  akkor
A r ö v id í té s e k  b e v e z e té s é t  tovább  f o ly t a tv a  e l ő á l l í t h a t ó  a  sz o k á so s , le g ­
kényelm esebb e lső re n d ű  n y e lv  i s ,  melynek minden szav a  tu la jd o n k é p p e n  neve 
egy *ÍTj - b e l i  (á lta lá Ъ a л  hosszabb  é s  b o n y o lu lta b b )  szónak .
b . /  Több lo g ik á ró l  (c s a k  a  n y e lv ek e t e m lítv e  Tty l tu  s tb .)  b e l á t -
4  k t
tű k ,  hogy ek v iv a le n se k ; ső t m in d eg y ik rő l b e l á t t u k ,  hogy id e n t ik u s  az 
lo g ik á v a l  é s  a  különbözőség  csupán  a  r ö v id í t é s e k  h a s z n á la tá b ó l  e re d .
Ez egy so k o ld a lú  r e n d s z e r t  ad kezünkbe az e lső re n d ű  lo g ik a  k e z e lé s é r e .  Az 
e k v iv a le n c ia  le h e tő v é  t e s z i ,  hogy m indegyik a la k o t  akkor h a s z n á l ju k , ami­
k o r leg a lk a lm asab b . P l .  a  t e l j e s s é g i  t é t e l  i t t  a d o t t  b iz o n y í tá s á r a  az TL )
4
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míg az fender-ton  72]  -b e n  a d o t t r a  az Ttb a lkalm asabb , a v a r ie tá s  
fogalm ának k e z e lé s é re  az Tth . A I I I 3 .  f e je z e tb e n  b iz o n y í to t t  e k v i-
4
v a le n c ia  to v á b b i i ly e n  le h e tő sé g e k e t k in á l .  V alószínűnek l á t s z i k ,  hogy 
ig e n  sok do log  v an , am it t e l j e s e n  é r te lm e t le n  lenne az TГр - r ó l  é s  nem
az írj- - r ó l  b iz o n y í ta n i ,  ( p l .  az e lm é le tek  az ítj -b en  i s  az 1- id e á lo k .)
E zt a so k o ld a lú sá g o t i l l u s z t r á l j a ,  hogy Tfp  h áro m sz in tű , k é t -
T- \  К
s z in tű , Ttj. ped ig  eg y sz in tű : p l .  bizonyos tulajdonságokat könnyebb
e g y sz in tű  r e n d s z e r r ő l  l á t n i ,  m ásrész t v a lam ily en  to v áb b i re n d sz e r  e s e t le g
könnyebben f e l é p í th e tő  egy h á ro m sz in tű b ő l ( p l , '  Qiayes 7l ]  ) s tb .
T erm észe te sen , az 3 tj lo g ik á b ó l nem le h e t  minden lo g ik á t  ig y  " e lé r n i ” ,
p l .  a  m ásodrendű lo g ik á t  sem, h is z e n  annak k i f e je z ő e r e je  nagyobb, mint
- é  ( lá s d  I I I 3 . i L  m eg jeg y zésé t) •
c . /  Á lta lá b a n , r ö v id í t é s n é l  sza b á ly o sság o k a t é p itü n k  be a nye lv b e , pontosan 
a z o k a t ,  m elyek a r ö v i d í t é s t  leh e tő v é  t e s z i k ,  ( p l .  a  sze rk eze té b e
p o n to san  van b e é p itv e ;  lá s d  még I I I . 4») Az ig y  k a p o tt re n d sz e r  mate­
m a tik a i l e i r á s a  b o n y o lu lta b b , h is z e n  ezek e t a  szab á ly o sság o k a t i s  tü k rö z ­
n i k e l l .  Ugyanakkor a  m atem atikai k o n s tru k c ió  i s  egyre lég b ő lk ap o ttab b á  vá­
l i k ,  h is z e n  ezek a szab á ly o sság o k  tö b b n y ire  kényelm i szem pontokat tük röznek  
(m int p l .
* /д  r ö v i d í t é s  s z e rk e z e te  lé g b ő lk a p o tta b b  a  r ö v id í t é s  sze rk eze­
t é n é l ,  é s  v a ló b a n , csak  kényelm i c é lo k a t s z o lg á l ,  mig va lam ifé ­
le  s z e rk e z e t  tü k rö z é s é t  i s .  (  Q jucj^éntjjeles Iqcjita k i f i z e t i t e k  halmoz«.)
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M ásrész t, ez a je le n sé g  fe lh a s z n á lh a tó  lenne o ly an  nyelvek  k o n s tru á lá s á ra ,  
melyek sz e rk e z e te  a  v iz sg á lan d ó  je le n s é g  “ lé n y e g é t” tü k rö z i  ( adekvát ny e l­
vek k u ta tá s i  i r á n y z a ta i  .
d . /  Elm ondtuk, hogy az Ttj. nye lv b ő l hogyan le h e t  f e l é p í t e n i  a  b o n y o lu ltab b  
n y e lv e k e t. T ö r té n e t i le g  azonban az nye lv  m eg sze rk esz té sé n é l a  f o r ­
d í t o t t  u ta t  j á r tu k  be a  rö v id í té s e k  m ia tt  h e te ro g én  sz e rk e z e tű  lo g ik ák  
f e l ő l  -  a  rö v id íté s e k b e  b e é p ü lt s z e rk e z e te t  k ü lö n v á la sz tv a  a  lo g ik á tó l  -  
az egyszerű  sz e rk e z e tű  f e l é t
Az Tr.j. b ev eze té se  annak az e g y s z e rű s í té s i  fo lyam atnak  f o l y t a t á s a ,  mely­
ben a fü g g v ó n y je le s  lo g ik á ró l  b e b iz o n y íto t tá k * ^ , hogy e k v iv a le n s  az íf- 
lo g ik á v a l é s  ig y  három sz in tű  h e ly e t t  c sak  k é ts z in tű  lo g ik á t  k e l l e t t  v iz s ­
g á ln i  •
Az Ttp nyelv  h áro m sz in tű : e lső  s z in t  a  k if e je z é s e k  k ép z ése ,
К
m ásodik a  p rim fo rrau láké , 
harm adik az ö s s z e t e t t  fo rm u lá k é ,^ . .
K.
%
Az Ttp n y e lv e t jobban m egértve v i s s z a  l e h e t e t t  v e z e tn i  az egyszerűbb
Kt
s z e rk e z e tű , már csak  k é ts z in tű  ^r0 n y e lv re . Ez sok b iz o n y í tá s t  le e g y -  
s z e r ü s i t e t t .  B izonyos kérdésekben  azonban to v á b b ra  i s  sok k én y e lm etlen sé ­
g e t okoz a m ásodik s z in tk é p z é s ,  a  p rim fo rm u láké• R áad ásu l, ez a  szerkesz-
Az e k v iv a le n c ia  egy p re c íz  é s  r é s z l e t e s  b iz o n y í tá s a  p l .  az [Andrék a - 
G ergely-N ém eti 73a]c ik k b en  t a l á l h a t ó .  Ennek p re c íz  b iz o n y í tá s á v a l  az 
irodalom ban még nem ta lá lk o z tu n k .
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t é s  nem m utat semmilyen a lg e b ra i  je l le g e t*  A vval, hogy a sze rk eze ­
t é t  m egfogalm aztuk az a lg e b ra  nyelvén  ( R^) , mélyebben m eg é rte ttü k  az
fip  n y e lv e t é s  mód n y i l t  a  m ásodik s z in tk é p z ó s  e l im in á lá s á ra  i s .  Meg^ - 
s z e r k e s z th e t tü k  az e g y s z in tű , t i s z t á n  a lg e b ra i  f e lé p i t é s ü  Ttj n y e lv e t 
(é s  hozzá  a  sze m a n tik á t i s  u g y an ig y ). Az Tj-j nye lv  könnyebben k eze lh e­
t ő ,  m ert v á l to z ó je lm e n te s ,  ig y  m egszűntek pl*  a  h e l y e t t e s i t é s i  gondok, 
s tb *  Á lta lá b a n , az 'Tti s z e rk e z e te  jó v a l egyszerűbb , mint s z e r­
k e z e te ,  h is z e n  az u tó b b i k é t s z in tű .  J ó l  m u ta tja  a z t ,  hogy ez a  k é ts z in ­
tű s é g  a  n y e lv  a lg e b r a i  k e z e lé s é t  m egnehez íti áz a  té n y , hogy a 
d e f in i á ló  r e lá c ió k a t  i s  meg k e l l e t t  adni ( lá s d  még a  következő f e je z e te t ')  
Tt'p - r e ,  mig a  v e le  e k v iv a le n s  Tk. - r e  csak  d im en z ió k o rlá t o zás t
í  1
k e l l e t t  adni*
e « /Ö ssze fo g la lv a*
A b o n y o lu l ts á g i  h ie r a r h iá n  f e l f e l é  h a lad v a  u j  r ö v id í té s e k e t  vezetünk  b e , 
ü g y e lv e  a r r a ,  hogy ennek k iz á ró la g o s  következménye az egyes szinonim a­
o s z tá ly o k  b ő v ü lése  le g y e n , ( ez  j e l e n t i  a z t ,  hogy a  d e f in ic ió e lm é le t i  
sz a b á ly o k a t b e t a r t j u k . )
A h ie r a r h iá n  l e f e l é  h a lad v a  v is z o n t a  sz in o n im ao sz tá ly o k a t s z ű k ít jü k  
úgy , hogy k iv á la s z tu n k  a  n y e lv b ő l egy s z in t  a k t ik a i  la g  d e f in iá lh a tó ,  t e l ­
je s e n  re p re z e n tá n s  b e á g y azo tt n y e lv e t ,  ( a z , hogy t e l j e s e n  re p re z e n tá n s , 
a z t  j e l e n t i ,  hogy minden sz in o n im a o sz tá ly b ó l le g a lá b b  egy elem sz e re p e l 
a  b e á g y a z o tt n y e lv b en .)
□
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im » 7 M
M egjegyzés:
Sok te k in te tb e n  egyszerűbb l e t t  v o ln a  az e lső re n d ű  lo g ik a  a lg e b ra i  v iz s ­
g á la tá t  a  következő so rrendben  f e l é p í t e n i :
E lő szö r az 3 t j  , k  У lo g ik á t  v e z e ttü k  v o ln a  b e f a lg e b ra i  eszközök 
n é lk ü l ,  é s  b e b iz o n y íto ttu k  v o ln a  az Ttj - r ő l ,  hogy az "ftp -b e  beágya­
z o t t  t e l j e s e n  re p re z e n tá n s  ny e lv ^és ig y .a z  3fj■ У  e k v iv a le n s
a  szokásos e lső re n d ű  lo g ik áv a l*  E zt m eg teh e ttü k  v o ln a  a lg e b ra i  eszközök 
n é lkü l*  E zu tán  az e lső re n d ű  lo g ik a  a lg e b ra i  v iz s g á la tá h o z  elegendő l e t t  
v o ln a  az 3 t j  , k  У  v i z s g á l a t a ,  azaz a  111*3« f e j e z e t  m ásodik
fe le *  ( a t e l j e s s é g i  t é t e l  a  & a lg e b ra i  v i z s g á l a t á n á l ,  azaz =• =  Gr CA 
b iz o n y ítá s á n á l  k e l l* )
□
III3 .8 M
M egjegyzési
A 'c i l i n d r i k u s  a lg e b ra "  fogalom  h a s z n á la ta  n é lk ü l i s  ö s sz e fo g la lh a tó k
a f e j e z e t  eredm ényei* E zt свак ré sz b e n  te s s z ü k  meg, a f o ly ta t á s
már é r te le m s z e rü l
dl) Jxr
Л Or
tt)  r
f> öUT
T ehát az e lső re n d ű  lo g ik á t  e l ő á l l í t h a t j u k  t i s z t á n  a lg e b ra i  konstru k ­
c ió k é n t ,  CA n é lk ü l i s ,  csupán  a s z e m lé le te s  JsT fogalom ra tám aszkodva. 
Ezek az ö ssze fü g g ések  tu la jd o n k ép p en  a I I .  f e je z e tb e  i l le n ó n e k , de o lyan
e rő se n  tám aszkodnak a lg e b r a i  fo g a lm ak ra , hogy c é lsz e rű b b  v o l t  a  I I I . f e j e -
*
z e tb e  t e n n i .  É rdekes még m eg jegyezn i, hogy a  t é t e l e k  e form ájának b izo n y í­
tá s á h o z  a  t e l j e s s é g i  t é t e l r e  n in c s  szü k ség . T e k in tv e , hogy CA a lg e b ra i  
szem pontból je le n tő se b b * ^  é s  könnyebben k e z e lh e tő  o s z tá ly ,  m int J j f  , 
érdem es v o l t  a  f e n t i  t é t e l e k e t  CA - r a  i s  b iz o n y í ta n i ,  annak e l le n ő r e ,
r (i) r
hogy ehhez a  t e l j e s s s é g i  t é t e l r e  i s  szükség  v o l t .  A Uh our a  sze­
m an tikus e k v iv a le n c iá n a k  nem o ly an  " t i s z t á n "  a lg e b ra i  e l ő á l l í t á s a ,  mint
Crft)C A .
□______________________________________________________________________________________________________________
* ' A könyv s z e r in t  (Forew ord) pon tosan  ez a  CA egy ik  fő  je le n tő s é g e :
A JCcl é s  ?  a lg e b rá k a t  beágyazza egy a lg e b r a i la g  j ó l  k ez e lh e tő  a lgeb ­
r a o s z tá ly b a .  A jó  lk e z e lh e tő s é g  érdekében  CA —t  nagyobb v á la s z to t t á k ,
m int IH5IP (3fa U § " ) .
1 0 4  -
III3 .9M
M egjegyzés:
A következő fe je z e tb e n  b e b iz o n y ít ju k , hogy a  szem antikus e k v iv a le n c ia  
a lg e b ra i  je lle m z é sé t nem l e h e t e t t  v o ln a  lényegesen  egyszerűbb  eszközök­
k e l -  d e f in iá ló  r e lá c ió k  n é lk ü l -  m egoldan i. Sőt ez Tfp -b e n  még egy-
4:
sze rű  d im e n z ió k o rlá to z á s sa l sem o ld h a tó  meg. Ahhoz, hogy e z t m egtehee-
sük , az Trp -b e  b e é p ü lt lo g ik a i la g  f ö lö s le g e s  s z e rk e z e te t  e l  k e l l e t t
4
t á v o l í t a n i •
□
105 -
I I I . 4 .
A d e f in iá ló r e lá c ió k  szükségessége
T A R T A L O M
III4 * lT s  Van t  t i p u s ,  m elyre
G-^'cA
О  ^
На.)
-lb.,
Or CA (л^СА 
P‘
OjCA Crft) CA
I I I 4 .2 T :  Ha , akkor
CA
4(1) Cti CA CA
t  ^  a n  ''
C PT A
/ /
И bo
( t )
OjCA == О  CA
Ha i  ^  0  , akkor
2а,
2 b ,
r ( D ) r . О t CA
f c  CA W
rfc *
.ft)
CA =7  ^ О  CA
Ш 4 Л М : Az £  t íp u sh o z  ragaszkodva nem le h e t  -  - t  e g y e n le te k k e l megadni:
Ш 4 .ЗТ: N incs ( í - t i p u s u )  К a lg e b r a o s z tá ly ,  m elyre 
a0 s  = Op К , vagy
b.) =  = c £ k
I I I 4 - 2M: — (3K)( C fö C A ^  Ctp К V  О  * CA -  Qj К )
Ш 4 .ЗМ: t  = 0 makkor (ЭЮ = = Gj? К csakkor (3K) -  '  ^
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I I I *4* A d e f in iá ló  r e lá c ió k  szükségessége*
Be fo g ju k  l á t n i ,  hogy a szem antikus e k v iv a le n c ia  m egadásából nem hagy­
ha tók  e l  azok a  d e f in iá ló  r e lá c ió k ,  m elyeket a  111*2* é s  a  111*3* f e j e ­
ze tb en  e r r e  haszná ltunk*  Tehát p l*  a  c i l i n d r ik u s  e g y e n le te k  önmaguk- 
ban egy, a  szem antikus e k v iv a le n c iá n á l  gyengébb e k v iv a le n c iá t  d e f in i á l ­
nak a  form ulákon. Ezen túlm enően b e lá t ju k ,  hogy a  szem antikus ekv iva­
le n c ia  nem i s  adható  meg d e f in iá ló  r e lá c ió k  h a s z n á la ta  n é lk ü l*
-  10? -
1114Л Т
T é te l :
Van o ly an  t i p u s ,  m elyre fe n n á lln a k  a  következő eg y e n lő tlen ség e k  C 
a  " v a ló d i r é s z e ” j e l e )  :
B iz o n y ítá s :
(D)
СИ CA
(H)О ‘CAО
C^CA
R U
(Н.П 
C f  1 C A
// \
ci^oi Ф ci-^CA JQ) СИ CAФ- c№caA 4
Ы ( А  # к a Ä a) e r £  Л )
Ábra I I I 4 . l T . a . /  -h o z
-  109  -
Ad а»L A következő  á b rá t  rö g tö n  f e l r a j z o lh a t ju k  a d e f in iá ló  r e lá c ió k  
ta r ta lm a z á s i  v isz o n y a i m ia t t :
(D.)
Or CA
O '  \ 4
О  CA
i
Л
С?*1 CA
r (pt V i  • . r (Ht V iE z u tá n , ha b iz o n y it  ju k , hogy l A  wv é s  сЛ" k ö zö tt
semmilyen ta r ta lm a z á s  nem á l l h a t  fe n n , akkor mind a  négy t á r t á l  
m azásró l b iz o n y í to t tu k ,  hogy v a ló d i ,  h isz e n  bárm ely egyenlőség
r  (D.) r  a r (H,)rA
az áb rá n  U  LA é s  U* LA k ö z ti  v a lam ily en  irányú  
ta r ta lm a z á s t  eredm ényezne.
T e h á t, a  k ö v e tk ező t b iz o n y ít ju k :
(D)
O *  CA
T W
C?1’ CA
é s  ez maga u tá n  v o n ja , hogy
C P ’ CA
*  i
O C A
í
c í « C A
\ *
C ÍH*> CA
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A b iz o n y ítá s  menete p ed ig  a  következő le s z :
Keresünk o lyan  Г h a lm az t, m elyre
C Í^C A
m ert ebből már k ö v e tk e z ik , hogy
E zu tán  hason lóan  já ru n k  e l  a  f o r d í t o t t  irán y b a n  i s .
Legyen t  “ í <Pt,1>, <4-,2> : }
fc -  : -i6 w  }
d  =  { < p , 2 > , < ^ 2 >  }
továbbá
%  * %  *5
Ábra III4*1T* -  hez
111
112 -
Vegyük a következő k é t #izom orfizm usts
e  3s ( 3 t  ( )  o lyan  hogy
i  Ъ
= P 4  é s  Ц ( Щ )  1  ^
e s
s • 4 % .  V
V  C l
3 (P t^  " ? v^  ás 3 (<№ Í  4 ЯД$
o ly an  hogy
d
Legyen most
é s
Á l l i t á s :
A ./ c ® * ’ CA e z  =~  ~Л
J H )  
Ct-* CA
B ./ cA> CA zz> (H )Ct^ CA
Mert s
-  113 -
Ad A ./
Ь / <F> CA b iz o n y í tá s a  v é g e tt  a z t  l á t ju k  b e , hogy
f « c > ^  Л / / « D e r )X
m ivel =Mb 6 &  \  áB
izom orfizm us
mivel - re és z-^ jrie  3 e V Í^  >  ‘№ '4
mert Z + f r  - r e 4 f t 4  '
, ás z ^ - t e  \ % v i>
~«b =
CA m iatt.
-  114 -
2./ СА ф =^
m ivel
ш
<  ^ А т  . « А<т >  е  о  с а ^ ,
V 444 ^  miatt-
Ad В ./
A b iz o n y ítá s  t e l j e s e n  h ason ló  az a * /  p o n téhoz , a lényeges e l té r é s e k :
m i v e i "C
III
> A f 4 ^
=M d
' У Ч ^ 31® 
•
III
^  C A  ^  - s ,
e  ( Í ? C Am i v e l  <  3 , f lT £  , f i V2  >
Az á l l i t á s t  e z z e l b iz o n y í to t tu k .
E vvel b e f e je z tü k  I I I 4 . I T ,  a . /  b iz o n y í t á s á t •
Ad b . /
Van o ly an  С^ 1<~(ЛУ p á r ,  hogy ^ CA f de 'XX ~t t
A z t, hogy m ely ik  t í p u s r a  hogyan v ise lk e d n e k  a  f e n t i  á l l í t á s o k ,  a követ­
kezőkben p o n to san  m e g v iz sg á lju k . N yilván  az a lá b b i té te le k n e k  következ­
ménye le s z  III4 * 1 T  • A zért mondtuk e z t mégis k i e lő r e ,  m ert eg y ré sz t 
b iz o n y í tá s a  s z e m lé le te se b b  a  most k ö v e tk ező k n é l, m ásrész t az előző f e j e ­
z e te k  szem p o n tjáb ó l ez a  t é t e l  a  fo n to s  é s  a  következők csak  é rd e k e ssé -
116 -
I I I4 .2 T
T é te l:
! • /  Ha ^ ^  » akkor az előző  á b ra  ö sszes  k o n g ru e n c iá ja  eg y b eesik ,
azaz 
l a . / gP>CA
✓
C tpC A
4
л
es
l b . /
W  CA
( t )О  CA =  ОТ CA
2 . /  Ha v is z o n t "t /  0  , akkor mind kü lönbözőek ,
v ag y is
2 a . /
es
2 b . /
g!V *
o
О С А  №  d ? ^ C A
?
Ш
О  * CA
Gr CA GÍt í CA
B iz o n y itá s :
Ábra I I I 4 .2 T .2 a . /  -  hoz
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Ad 1 . /
(О)"t -  0  eseten I “ ^  ~ 0 f i  gy Ct^  CA = Cr^  CA
ból következik az á l l í t á s f mely nem értelmetlen, hiszen a
{ • j^,€íO 1 konstansok á lta l generált szóalgebra ( azaz lét«
zik, nevezetesen egy megszámlálható halmaz )*
Ad 2 a . /
A b iz o n y ítá s  fó  gondolatm enete ugyanaz, m int I I I4 .1 T -Ó , e z é r t  i t t  
csak  a  lényeges pon tokat í r j u k  l e .
W O r0  p ,m )  < p ,4 n >  e -fc .
Tegyük f e l ,  hogy Ф Do “t .
Legyen
é s
cl -  -t 4  í < p ( m > }  U  {<<},,  m .+ - f> }  
u. 6 Hóm ( i t ,  ( 5 t ) olyan hogy
7 í  8
/м(р \ - \ ) Á éB
9V \  ,ha 3e Do"t4 {p]
>  " Л *M Л
-4
-  1 1 9
A l l i t á s s
(Ю
О *  CA = л  ф  ^  СА
M ert:
(H.)
- 1 CA =  * л
mivel
M
■ 4
é s
е  I S  СА hiszen
s e  gj- / £ CA
sX," j
U Cl hiszen
n l  -  r  '
UAn - V ” * 1  v n - v » v v «
Továbbá
( ф
m ivel
С ?  CA <ф =л
3A “\  ^  ? V \
E vvel az á l l i t á s t  b iz o n y í to t tu k .
-  120
Ábra I I I4 » 2 T * 2 a ./  -  hoz
121 -
Tegyük f e l  m ost, hogy сy , r  ^ Db-fc .
Legyen
b = i  4 í<p*n>} U C<cv,*n>;<r,«1>J
38
v € Horn ( 3^ ,  £  ) o ly an  hogy
J  П Л I ha
. i
^ poros
a m
*■ r\ \
, ha iA páratlan
* t3 n - \
f • ha g  6 Dói N {p}
Á l l í t á s i
c í^  C A ' - U  „= v  C r l a
Mert:
de
m ivel Д^рТ^.Л^ f akár páros, akár páratlan
A m i «лA m
az 4A 1
V W - l  & =«лт - Л2 m t,2 m
E vvel az á l l i t á s t  b izo n y íto ttu k
E zzel b e fe je z tü k  a  I I I4 * 2 T * 2 a ./  b iz o n y ítá s á t«
Ad 2 b . /
A lg eb ra i b iz o n y í tá s t
& CA
véges*
nem lo k á l i s a n  v é g e s , mig CA lo k á l i s a n
L ogikai b iz o n y í tá s t
A 2 a . /  b iz o n y í tá s á v a l  t e l j e s e n  a n a ló g t(d e  egyszerűbben  le  le h e tn e  
Í r n i )  A lényeges e l t é r é s e k :
i f ,  f
1114 .Ш
M egjegyzés:
A következő t é t e l  k im ond ja , hogy a  d e f in iá ló  r e lá c ió k a t  az —^
1»
a lg e b ra i  m egadásánál nem le h e t  k ik ü sz ö b ö ln i (axióm ákkal h e l y e t t e s í t e n i ) • 
T erm észetesen  ez csak  ad d ig  ig a z ,  amig ragaszkodunk az Z  t íp u s h o z :  
ha p l*  az 3rp a lg e b rá t  reduktum ként beágyazzuk egy o ly an  a lg e b rá b a , 
m elyben elem ei k o n stan so k  (m e g k ü lö n b ö z te te tt e lem ek) akkor
í
e g y e n le tr e n d s z e r re l  a x io m a tiz á lh a tó , é s  ig y  nem k e l l  d e f in iá ló r e lá c ió k a t  
h a s z n á ln i .
□
-  123 -
ШЫ1
T é te l i
N inos o ly a n  ( i - t i p u s u )  К a lg e b r a o s z tá ly ,  m elyre
a . /  C t  к
4
I vagy m elyre
b./ Oj к = é
B iz o n y ítá s t
Ad a * /
Legyen
é s
■fc * l  <  > }
6 * < * v V
^ . ( p v j )  = f t r 0
”  p v í
o ly an  hogy
)
é sI
jha
-  1 2 4  -
{ R « ^ e « P X  , J (liw .líb )
Ábra:
1 . /  I I I 4 .3 T a . /  -h o z : 5 != 0 i
2 . /  III4 .2 M . -h e z :  5*•= 0 J =  '= Ch^CA j ••-^ti|C r№CPi -Á
és  ugyanez D helyett mindenütt H -val
3 . /  1 1 1 4 .3 T b ,/ -h e z : S := 0 ; s  := é  j := v | = H
ah o l p l .  S'~0 a z t . j e l e n t i ,  hogy 5  h e ly éb e  0 - t  k e l l  Í rn i*
(í>)
Az á b ra  a z t  s z e m lé l t e t i ,  hogy 5h К önmaga f ö l ö t t  i s  szab ad .
125
L á ts z ik ,  hogy
é s  ugyanakkor
“ /*• Ф  ~  ) h i e *e» P 'S  •
T ehát -  nemcsak hogy nem je lle m e z h e tő  e g y e n le te k k e l, de még csak
nem i s  a x ió m a tiz á Ih a tó ,
h is z e n
tudjuk ( i l l . 0 . 4 . 36-ból közvetlenül látható), hogy Cfp К a legki­
sebb olyan kongruencia 3tf> -n , mely még t e l j e s i t i  а К  -n érvényes
%
egyenleteket (azaz, az { R • 3r„ /  6 И15Р К J halmaz leg1-
? /r
kisebb eleme).
A f e n t i  iz o m o rf ia  m ia t t  azonban 
r a  é rv én y es  e g y e n le te k e t ,  é s  ig y
/  t e l j e s i t i  az összes
=  л Crp К -ból 3
következne
Megjegyzés*
III4 .2M
-  126 -
Megjegyezzük, hogy a fentiekből az i s  következik, hogy nincs olyan К j
melyre CA - ^  К , vagy C r ^  CA “ Cr^ К
hiszen 1 / ^ 0 f f  •
□
Ad b . /
A lgeb ra i b iz o n y itá s*
Minden o ly an  c i l i n d r ik u s  a lg e b rá n a k , melynek van nem -zéródiraenziós 
elem e, van o ly an  d i r e k th a tv án y a , mely nem lo k á l i s a n  v é g e s . ( l . 6 .1 1 . )
Í g y  3 tj c a  t  I f  r t 0  C A  6  Lf .
L ogikai b iz o n y itá s*
Legyen "t = }
é s
V e  Зб ( 3 tj , 3íj )  o ly an  hogy
V ( f )  *  <y é s
V  ( c p  = f
Ekkor
3,f tv f é s  lá s d  az á b r á t .
□
-  127
III4 .3 M
M egjegyzés!
III4 * 3 T  b iz o n y í tá s a  a la p já n  ism ét könnyen b e lá th a tó  e t é t e l  p o n to s ítá sa »
t - 0
□
^  ( З Ю С г 0 К -  - M
К Mt
-  128 -
IV.
T ip u s fü g g e tle n  e lső ren d ű  lo g ik a
T A R T A L O M
IV. 1D: A t ip u s fü g g e t le n  lo g ik a  » aho l
Mr * ,U, M,
t  £ Hornt % , ' Р ' Ь  ) , = { 6e“A . (Зпзд) Л- | б ^  J
IV . IT : <  3tj , -le1 >  = <  ( & >
IV.dM: A i - t i p u s u  lo g ik a  v is s z a v e z e th e tő sé g é  a t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik á ra .
IV .2D: ( °
VRlA) в  -  A
1 Ц и Л ^ )  ■*> ! ó e & 3 ,
ha 0>e  0  
ha b  =a)A 
egyébkéht
IV .3D: N 1 = { Ф И 1 : (Vcj,el) VRM)
IV .iL : ( V № m' ) ( 3 ! ^ 6 N ')  -  £ ° k
IV.2T: (kNV  = v
IV.3T: <^
2: t-
i
II ?T
IV.4D:
^  cl J 0
IV.3TK: 4  =  Oj Л г  = Ccr If = Cij la.* C tj (Rt /  Ct-£ CA
IV .2Ы: "ic^-hoz nehezebb k e z e lh e tő  k a lk u lu s t  t a l á l n i .
IV.3M: A t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik a  a lg e b ra i  sz e rk e z e té n e k  ö s s z e h a s o n l i tá s a  a 
Ъ - t i p u s u  v á l to z ó  je lm e n te s  lo g ik á é v a l .
IV .4M: A t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik á b ó l k i in d u lv a  hogyan le h e t  e l j u t n i  a  függvény­
j e l e s  lo g ik á ig  ( r ö v id i t é s e k  é s  e lm é le te k  b e v e z e té s é v e l) .
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IV . T íp u s fü g g ő tle n  e lső re n d ű  lo g ik a
Ebben a  f e je z e tb e n  megadunk egy o ly an  lo g ik á t ,  melynek m o d e llo sz tá ly a  
ta r ta lm a z z a  M ^ - t ,  m elyet m eg szo rítv a  - r e ,  a t  - t ip u s u  lo g i­
k á v a l e k v iv a le n s  lo g ik á t  kapunk.
A lg e b ra i szem pontból a  t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik a  f e l é p í t é s e  egyszerűbb le s z  
( d e f i n i á ló  r e l á c ió k r a  nem le s z  s z ü k sé g ) , k i f e je z ő e r e je  v is z o n t ugyanakko­
r a  m arad, m int az 3 tp  lo g ik á é .
%
V árhatóan  t e h á t ,  a  t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik a  a lkalm as le s z  a r r a ,  hogy s e g í t ­
sé g é v e l b izo n y o s d o lg o k a t egyszerűbben  lá ssu n k  be a  i - t i p u s u  lo g ik á ró l .
A k a p c s o la t  azonban a  k é t lo g ik a  k ö z ö tt  nem o lyan  e r ő s ,  m int a  függvény­
j e l e s  é s  fü g g v én y je lm en tes  k ö z ö t t ,  hanem o ly a n , m int az e g y e n lő sé g je le s  
é s  eg y en lő ség  je lm en t cs lo g ik a  k ö z ö t t i  Az halmaz nem ax io m a tiz a lh a to
a  t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik á b a n , hanem csak  egy n á la  nagyobb, melynek azonban 
m inden elem éhez van  az M - b ő i  egy o lyan  elem , hogy ig a z sá g é r té k a lg e b rá ­
juk  ( é s  a  h o z z á ta r to z ó  к  függvény) azonos.
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IV Л Р  
D e f in íc ió i
М 1  '  и  м
-И Ти) t
Legyen ( ,^е I ; és L0i 6 М
Ekkor
i o  € Нот ( 3tj , ) o ly an  hogy*/
1 c ( c p ^  -  {  6 €  A  : ( З л е со ) n b  €  ]  J
azaz
{ 4ewA : Sb6 $  *a i
Az <  , i c  > lo g ik á t  nevezzük t ip u s f ü g g e t le n  log ikának*
□
* 1
A 1 к  é s  ]c  j e le k e t  különböző b e tű k k én t h aszn á lju k *
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IV« IT  
T é te l*
<  \, 1 ?  >  = <  ^  д >
B iz o n y ítá s :
M indkét függvény homomorfizmuB 3fT -bői P  —ba* es az X
b 1 ^C€M, A
halm azon megegyeznek.
R é sz le te se b b e n :
M
^  6 Hóm C 5fj ; ) t o lyan  hogy , e l  é s  ‘'Öt^M ^-re
í \ )  -  { А Л  : G < i ) ^ 6  6 * a  }  *
= { 6 e<° A  •' i ^ \  ь  6
= 4 ( о . )V - a
□
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IV.1M
M egjegyzés:
IV.1T s z e r in t  a t ip u s fü g g e t le n  lo g ik a  k i f e je z ő e r e je  pon to san  m egegyezik 
a  t-tipuB u lo g ik a  k i f e j e z ő e r e jé v e l ,  a  i  - t i p u s u  lo g ik a  m odelloszt& - 
lyában«
F elm erü l t e h á t  a  k é rd é s , hogy mennyiben v e z e th e tő  v i s s z a  a  t - t i p u s u  
lo g ik a  a  t ip u s fü g g e t le n  lo g ik á ra«
Legyen
^  -- (  3 . 4 . ^ •• c f l  , 4 }
f i ’ -
t
{ ^ m 1 }
V iz sg á lju k  az <  í t , $  > l o g i k á t ! Könnyen l á t h a t ó ,  hogy ezen
lo g ik a ta u to ló g ik u s  fo rm u la a lg e b rá ja  id e n t ik u s  а "b- t i p u s u  lo g ik a  
( К  )  t a u to lo g ik u s  fo rra u la a lg e b rá já v a l«  Tehát B z in ta k t i -
k a i l a g  t e l j e s e n  azonoe a  k é t log ika«  S zem antikai szem pontból v is z o n t  
ig a z ,  hogy
( M , ) ( 3 ^  G M. ) £ 0 ic  ~ £ 0t  t  4
Ez v a lam iv e l e rő sebb  k a p c s o la to t  j e l e n t  
é s  egyenlőségm entes lo g ik a  k ö z ö tt  van , 
r ó l  mondható k i  a  f e n t i  ö sszefüggés«
, m int am ilyen  az egyenlő  séges
h is z e n  o t t  csak  ( ь Л У  -
■Oí
□
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-b e n  azok le sz n e k  a  lén y eg es m odellek , melyekben minden r e lá c ió  
"va ló d i* 1, azaz nem fö lö s le g e s e n  sok argum enturau.
IV . 2D 
D e fin ic ió x
A könnyebb b eszéd  érdekében  b e v e z e tjü k  a  következő fü g g v én y t, mely 
D 0>A
v a lam ely  D — A -h o z  h o z z á re n d e li  a z t  a  "v a ló d i"  r e l á c i ó t ,  mely­
nek ig a z s á g é r té k e  ( t  vagy i c  s z e r i n t ) b  •
Legyen b  =  ША
Y f t  b =
0 Ka В "  0)
A . _ 00», ha  E>= A
{ (и /?л)ьИ 6 . : 6 é E>3 , e g y é b k é n t
□
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D e fin íc ió :
K iv á la sz tju k  M ^ -b ő l a  lé n y e g e s , vagy v a ló d i m o d e llek e t:
N1 “ { ‘őt6 M1 : (V^ el) ^=VR(A4 ( ^  }
□
IV. 1L 
Lemma:
m z M I ) ( 3 l £ e N l )  £ . 1  .  £ л
B iz o n y ítá s :
M ivel
= &  о^ - b ő i  k ö v e tk e z ik , hogy A
л  - VR“  r 4  ,
minden Jíe 1 m odell egyérte lm űen  m eghatároz egy 6 |\|^  
m o d e llt ,  m elyre
% L ^  =
b es
□
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IV. 2T 
T é te l t
Г  = (^ г) 0
B iz o n y ítá s i
ic(ip) c sa k k o r, ha
(V'-6t€ M 1 ) 1 o ( ( p ^  “  1c IV.1L m ia tt  c sa k k o r, ha
(Ш* N1) 1c (<р)л -  1c csa k k o r, ha
í 1 <(,) • 1? (t )
□
IV.3T
T é te l t
B iz o n y ítá s :
A b iz o n y í tá s  ism ét t e l j e s e n  an a ló g  I I I3 .1 T  é s  I I I2 .1 T  - v e i ,  i g y  csak  
v á z la to s a n  Í r j u k  le s
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Г  J jy  é s  N 1 most i s  a z o n o s íth a tó  úgy, hogy ha ej é s  ^Ol
egymásnak m e g f e le l te te t t ,  elem ek, akkor Cj — 
E nnélfogva
ic
^  ^  9 X ^е£ < 6 г
IV. 4P 
D e fin íc ió s
J e lö l jü k  a  t ip u s fü g g e t le n  lo g ik a  szem an tikus e k v iv a le n c iá já t  &  - v a l ,  
azaz
J
□
1 3 7  -
IV.3TK
Következményi
^  =  Lf = С ^ ( й е ,  A  ú j  CA
B iz o n y ítá s i
é s  tovább
( to n J ^ -T a r íJ d  $ ] a  feoru  ^ 4-Mí,
MSP cfr -  MSP Lf -  H SP  t x  s  fit г  H 5 P  CA
T ehát a  t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik a  ta u to ló g ik u s  fo rm u la a lg e b rá ja  éppen г 
szabad  r e p r e z e n tá lh a tó  c i l i n d r i k u s  a lg eb ra*
-  1>8 -
IV. 2M
M egjegyzést
,M
Az К  í f j  , ^  У  lo g ik a  ta u to ló g iá ih o z  ig e n  könnyű, k e z e lh e tő  
k a lk u lu s t  t a l á l n i *  (E gyszerűbb  k a lk u lu s  t a l á l h a t ó ,  m int -hez*)
P é ld áu l úgy, hogy = Cb CA m ia tt  axióm ákként megadjuk a
c i l in d r ik u s  e g y e n le te k e t é s  a  i  d im e n z ió k o rlá to z á s t*
Úgy tű n ik ,  hogy 3t- , %  У  -h o z  nehezebb kü lönösen  egyszerű  é s
könnyen megadható k a lk u lu s t  t a l á l n i .  E zt tá m a s z t ja  a l á  az a  té n y ,  hogy 
a  ta u to lo g ik u s  fo rm u la a lg e b ra  (Rt , v is z o n t  a  (Rt v a r ie tá s h o z
egyszerűen  megadható e g y e n le tre n d s z e r t  ( p l .  am ilyen  CA -h o z  v an ) m indez- 
id e ig  -  úgy tu d ju k  -  nem s i k e r ü l t  t a l á l n i .
M in d azo n á lta l <C ; "le - r a  i s  adha tó  e f f e k t i v  módon ( t e l j e s )  k a l­
k u lu s , h is z e n  (Rt - r e  ism e rt e f f e k t iv e n  m egadott e g y e n le tr e n d s z e r , mely 
v a r ie tá s k é n t  d e f i n i á l j a .  ( Lásd a  könyvben, 18 o l d . )
IV. 3M
M egjegyzés:
A t ip u e fü g g e t le n  lo g ik a  a lg e b r a i  tu la jd o n s á g a i t  ö s s z e fo g la lv a :
N1
A t ip u s f ü g g e t le n  ^  3í .^ ) 1c ^  lo g ik a  nem m ás, m int az } >pj. ^
p á r ,  t e h á t  egy t i s z t á n  a lg e b r a i  k o n s tru k c ió , m ely an n y iv a l egyszerűbb
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a  Í  - t i p u s u  <  3r^ f f t  o&r У  lo g ik á n á l ,  hogy n in c s  benne dim enzió­
k o r lá to z á s ,  v is z o n t  a n n y iv a l b o n y o lu lta b b , hogy szükség  v o l t  N1 beve­
z e té sé re *
A ta u to lo g ik u B  fo rm u la a lg e b ra  Щ  Lf = 5^  fe, , mely an n y iv a l
egyszerűbb  a  t - t i p u s u  i f  CA -n á l^ n in c s  d im en z ió k o rlá to z á s , v is z o n t 
anny i v e i  b o n y o lu lta b b , hogy LJ- nem v a r i e t á s ,  S l  p ed ig  v a r ie tá s  ugyan, 
de nehezebben k e z e lh e tő ,  m int CA*
É rdekes még, hogy a  t ip u s f ü g g e t le n  fo rm u laa lg eb rák  izom orf képe i éppen a 
r e p r e z e n tá lh a tó  c i l i n d r i k u s  algebrák*(E nnek  f e l e l t  meg a i - t i p u s u  lo g ik á ­
n á l  az az ö ssz e fü g g é s , hogy r -  Lf .)
□
IV . 4M
M egjegyzés:
A t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik á b ó l k i in d u lv a  a  következő  u tó n  ju tu n k  e l  a  függvény­
j e l e s  lo g ik á ig :
1 * /  L é trehozzuk  az 5tj. , lo g ik á t*
2 * / A m o d e llo s z tá ly t  le s z ü k i tv e  az a x io m a tiz á lh a tó  o s z tá ly r a ,  kap juk
y|
az <C , i c  У  l o g ik á t .
3 . /  Ennek s z e rk e z e té t  k ih a s z n á lv a  ,5tj- e lem e ire  e g y sz e rü s itó  je lö lé s e k e t  
v eze tü n k  be é s  ig y  kap juk  az < } í  t lo g ik á t  •
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4 * / A modello s z tá ly t  le s z ű k ítv e  az h a lm azra , (m ely  ugyan nem axiom a-
t i z á l h a t ó ,  de m int l á t t u k  eg yenértékű  -v e ]) kap juk a  szokásos
< % >  k >  "t - t ip u s u  lo g ik á t*
V
5*/ Legyen К ~ I \ a  m o d e llo sz tá ly t  le s z ű k í tv e  azo k ra  a  m odellek­
r e ,  melyeken К elem einek  függvények f e le ln e k  meg (Mw ) 
s  v  l! \ \  hkapjuk  az \  К * /  lo g ik á t*
% }
6 * / Ennek s z e rk e z e té t  k ih a sz n á ló  r ö v id í té s e k e t  bev eze tv e  kap juk  a
M
fü g g v é n y je le s  5rp  f к ^  ^  lo g ik á t*
Meß j egyezzük még, bogy haso n ló  u t  já rh a tó  be az egyenlőségm entes  ( -fc -  
t ip u s u ) lo g ik á b ó l  k i in d u lv a :
1 * / Egyenlőségm entes lo g ik a
2 • /  Azon m odellek  k iv á la s z tá s a i  m elyeken az e g y e n lő sé g je ln e k  u n iv e r z á l i s  
k o n g ru en c ia  f e l e l  meg ( e z  a x ió m a tiz á Ih a tó ')  •
3 « / E zt k ih a sz n á lju k *
4 * / K iv á la s z tv a  azon m o d e lle k e t, m elyeken az e g y e n lő sé g je ln e k  az 3d
r e lá c ió  f e l e l  meg, kap juk  J tp  j к  - t *
I/
S tb .
□
ЗЛ1 -
F Ü G G E L É K
T A R T A L O M
H alm azelm éle ti fü g g e lé k
V tcp ), d e f i n í c i ó j a  és  a  T arski-lem m a b iz o n y ítá s a
Az eg y en lő ség es  lo g ik a  v is s z a v e z e té s e  egyen lőségm entesre
A lg eb ra i fü g g e lé k
T ech n ik a i lemma III2 * 2 L  —hez
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HALMAZELMÉLETI FÜGGELÉK
T A R T A L O M
HF.L1: X6Ü XIX e U
HF.L2: Xе u 4=t> (V Y sx )Y e U
HF.L3: X.YeU X * Y 6 U
HF.L4: <aoi Do<öUU
HF.L5: Döt E U 5 k  e u
HF.L6: < a  e U П /  e u
HF.L7: e ü Co'öt ,  t  Ц /  ■ r 6 G > < a i  e (J
HF.L8: < a  e U D b ^ l X  e  U
oT e UA
<=> i^X e u
K ie g é s z í té s e k :
az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s  d e f in íc ió já h o z
II2 .2 T -h e z
II2 .3 T -h e z
II4 * lT -h e z
II5*dT -hez
I I I . 1 . f e je z e th e z
I I I2 .2 L -h e z
III2 .2L K -hoz
-  1 4 3
H alm azelm éle ti függelék#
Ahhoz, hogy a  d o lg o za tb an  e lm ondottak  ig azak  leg y en ek , k i  k e l l  még k ö t­
nünk, hogy 00 ® U  legyen# Ez ek v iv a le n s  a z z a l a  k ik ö té s s e l ,  hogy Ü l­
nek legyenek  v é g te le n  elem ei# F e l te h e t jü k ,  hogy % , V* , # • •  stb#  e le ­
mei IX -n a k ,  h is z e n  X , i f  , • • •  stb#  sz e re p é t b e tö l tő  k o n s tru k c ió k  
mostmár U) - b é l  f e lé p i th e tő k  IX - n  b e lü l#
A következőkben  kimondunk néhány lemmát, melyek s e g í ts é g é v e l  a  tanulm ányi­
ban s z e re p lő  t é t e l e k r ő l  e lé g  könnyű b e l á t n i ,  hogy ö ssz e e g y e z te th e tő k  a 
b e v e z e té sb e n  k ö z ö lt  h a lm a z e lm é le ti f e l f o g á s s a l .  A b iz o n y ítá so k  nagyon 
v á z la to sa k #  A t é t e l e k  n a g y ré sz é t csak  egy ik  irán y b a n  b iz o n y l t ju k , m ert a  
m ásik irá n y b a n  könnyen lá th a tó #  M ivel a  b iz o n y ítá s b ó l  ú g y is  k id e r ü l ,  nem 
mondjuk meg minden alkalom m al, hogy m elyik  irán y b a n  b iz o n y lt ju k  a  t é t e l t .
HF.L1
Lemmas X e  U  <=* U X  £  U.
□
HF.L2
Lemma. X e U  «-► ( V Y = X ) Y e U
□
14-4 -
HF.L3
Lemmas X,Y € Ц «■=» X *Y  e U.
B izo n y ítá s :
Legyen X;Y в LI f ekkor XхY <== U. ,
A b iz o n y ítá s  az
Minden
X*Y - X * {a} ö sszefü g g ésen  a la p sz ik *
a  e Y -h o z  van 
é s  van 
em ia tt
-f : X X*{a} iehcrfc X*{a} £ U , ^IQ ; I 1
g * Y-^  {X*tal '• a^ Yl >
U i X x t a b *  a e Y i  =  X * Y  e  U
H F.I4
Lemma: T e tsz ő le g e s  ЧУ1 s t r u k tú r á r a  LCÍ€ i i  ^ ^ ^ 0)Do ^01 e  LL
B iz o n y ítá s :
'iÄY U—bóI HF. L3 6egrfcsegevel adódik  ^ Fogy Rg
mivel Do ‘ÖL e U fe igaz , ‘C L бЦ, ,
□
HF.L5
Lemma: Do t  G Ц, <*’=="> e U.
5
B iz o n y ítá s :
a  rá k ép zés  j e l e
-  1A5 -
K ik ö tö ttü k , hogy -tjik  6 U- , tgy H ' R g - ü - U ű j t U D b - t e U , .
& « .U *H e U  , mer4 o > e a .ieco '
■ffp — & fejláp frp 6 Ll .
í  4
Most HF.L4 és  í e l l  m ia tt $tp G U ..
r
Megjegyezzük, hogy e b iz o n y ítá s  során úgy te t tü n k , mintha a x művelet 
a s s z o c ia t iv  lenne* A p re c iz  b iz o n y ítá s  szellemében megegyezik a f e n t iv e l ,  
csak valam ivel bonyolultabb*
□
HF*L6
Lemma: А € IX A^/ ^ U,  ^ íebzóleges — ekvivalenoareláciora, ^  így nyilán
■016 U  * *  < $ /  e  U . .
B iz o n y itá s :
А/ s  SbA e U
□
HF.L7
Lemmas 41 e l l  ^  Со *flt 6 Ll , ds így HF. L6 miatt
<01 e  U  { В Д /  : t - e C o ^ i  e  u .
B iz o n y itá s :
G, <öl c  5b 2A 6 U, .
□
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HF.L8
Lemma* H Do *01 , & l l
(Megjegyezzük, hogy cC^ € Ll 8 ^  )
Bizonyítás*
A. /  Legyen e Ll • Ekkor
“А е <гцК e le le ^  , Цу “A e U .
mivel
Ä — U U U  A , НЕЫ es HFL2- böl adódik, коду Аб LL, 
most HF. 14 és Cb c0l 6 Ll miatt
U  e  U  .
B. /  Legyen ‘öt 6 Ll. EkkoK
А е |е |е  «Л е a  , tehát А « И  .
mivel
А — 5b (<о*А) , es (üe LL , adódik,коду *°Ае 1Х és így 5b WA e lb.
Most HF.L4 és Z e l l  miott
•r„ e u .
□
-  ДЛ7
K ie g é s z í té s  az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s  d e f in íc ió já h o z »
Legyen *te U  ekkor 3rp 6 Ll. HF.L5 m ia t t .
4
P oCA nem fe lté tlen ü l L l-beli, tekintve, hogy N nem feltétlenül 
<016 N
elem e Ll —nak . M in d azo n á lta l az a lg e b ra  d e f in íc ió já b ó l  k ö v e tk e z ik , hogy 
a lg e b r a .  (H isze n  az a lg e b ra  d e f in íc ió já n á l  a  halmaz szó t nem U"
r a  r e l a t i v i z á l v a  h a s z n á l tu k , é s  i ly e n  é rte lem b en  a  f e n t i  s z o rz a t halm az.)
N И
H asonló okokból к sem eleme U -n a k , te h á t  < $tp ( к*  У sem e le ­
me l l  -n a k , de l é t e z i k .  ( к ) v is z o n t már ele/ne LL -n a k .
□
K ie g é s z í té s  I I2 .2 T  -hezs
Minden M ^ M ^ -h ez  van o ly an  M^_ — N € Ll } m elyre (1^ )° * (|< )° 
B iz o n y ítá s :
Legyen H * { k - к 2  ( I** ) °  , Г m axim ális v a ló d i kongruencia  3hp~n }
H m inden elem ének van m o d e llje , te h a t  a  Lövenheim— Skolem t e t e i  m ia tt 
van  I I  U Cjl> I - n á l  k ise b b  egyenlő szam osságu m o d e llje  i s .  M ivel iLco 6 IX, 
H minden elem ének van LL-beli m o d e llje  ( HF.L4 alapjá n ) . R endeljen  
egy függvény H minden elem éhez egy i ly e n  m o d e llt ,  a  függvény é r té k k é sz ­
l e t é t  NP - v e i  je lö lv e  k a p ju k , hogy LL ( И G LL miatt) .
M ivel П.Н -  ( l< ) °  , kap juk , hogy .
□
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Ez a t é t e l  egyben II2 .3 T -h ez  i s  n y ú j t ja  a  szükséges k i e g é s z í t é s t .  A 
f e n t ih e z  hason ló  a  h e ly z e t a  d o lg o za tb an  d e f i n i á l t  ö ssz e s  tö b b i lo g ik a
ese téb en  i s .
K ie g é sz íté s  I I4 .1 T -h e z .
B izonyitandós
( V « t e  L f r \ L L ) ( 3  5fp e Ц )  £ p / >
t  .t! s
B iz o n y ítá s t
HF.L5 é s  HF.L6 m ia tt  e lé g  a z t  b e l á t n i ,  hogy a  f e n t i  t é t e l  e r e d e t i  b izo n y i
t á s a  so rán  m egk o n stru á lt
i  -  < l 4 x l + ' i >  e  U,
x^C >
ez v is z o n t t r i v i á l i s ,  h is z e n  C£ iX , HF.L4 m ia t t .
□
K ie g é s z íté s  II5 .1 T -h e z
ad A ./  ( V .Ó e  § T l U . ) O N e l D  4 *  ^ 6 ( 1
B iz o n y ítá s :
Van o ly an  i  é s  Ц , hogy “  Stjp /  ^ ahol ^  .
' =1
Van te h á t  o ly an  N ' , m elyre Ц = (|<* ) °  .
□
Az e lső re n d ű  p red ik á tu m k alk u lu sh o z  i r t  k ie g é s z í té s  s z e r in t  N ' -hoz 
van  o ly an  N € Ц, , m elyre ^  ~ ( l< ) °  .
E s z e r in t
N e U - b ő i  most már könnyen l á t h a t ó ,  hogy €
ad B . /  i t t  (a z  e d d ig  b iz o n y i to t t  lemmák m i a t t ) n in c s  szükség  k iegészi*  
t é s r e .
□
K ie g é s z í té s  a  I I I . l .  f e je z e th e z
, р ^  к  nem f e l t é t l e n ü l  eleme t l - n a k .  Érvényes r á  m inden, am it l< 
r ő l  elm ondtunk.
□
K ie g é s z í té s  a  I I I 2 .2 L —hez
B izo n y ítan d ó :
<&• f l  U. 3  t f  Rt  e  U. , akkor van “Ö t 6 melyreHa
1 5 0
B izonyítás*
Azt fo g ju k  b e l á t n i ,  hogy a  I I I 2 .2 L - r e  a  I I I .  f e je z e tb e n  a d o tt  b iz o n y ítá s  
so rán  k o n s t ru á l t  *01 eleme IX -n a k .
Do 'öt € IX } mert e IX.
M ivel
„ Ü L - #  ,  H F.L8-ból ad ó d ik , hogy 'ö le  (X.
□
K ie g é s z íté s  III2 .2L K -hoz 
B izony ítandó :
(v«ae Mártii) £Л6 IX
B iz o n y ítá s :
Adódik HP.LÖ-ból.
□
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\Л(ц>) , d e f in í c i ó j a  é s  a  Tar ski-lem m a b iz o n y ítá s a .
v v  а  ф fo rm ulában  e lő fo rd u ló  v á lto z ó k  indexhalm aza, azaz
V" 6 Hom ( , <  s b w ,  u ,  5 b w | з а  .< x U U i> e W {i,}} )
o ly a n , hogy minden c^ , £ Do "t “ Ke
^  П Д 1 ■ l  «4,1-1 «"n  i  •
Legyen lc ( i y^ ,^ )  az a  le g k ise b b  szám, mely a  lp -b e n  sz e re p lő  v á lto zó k  
leg n a g y o b b ik á n á l, é s  T - n é l  é s  j , - n é l  i s  nagyobb, azaz
к  ( < , * , * )  i  U  {  á , i ,  }  +  4 .
Most
Ha If p rim form ula  vagy =mp a la k ú , akkor < р Ц / Ч р  agy  611 e l í  f  _ b í l * 
hogy a  TI' i l l *  =  j e l  t  indexe h e lyébe  m indenhol ^  - t  Í ru n k .
R ö v id ítsü k  а  к ( г у| , ф )  b e tü s o ro z a to t  most к - v a l .
( фЛтр )  (т^/ijj)  -  
( -i ip ) Ц /ü j)  =
( 3pip) ( Щ )  á
<рЦ М )Л1ц»Ц А £) 
- 1 ( ф Ц / ^ )
ЭпФ
*
Зп(фЦ/^ , Ьа
ha т
( 3 kt W ) W  , ha л= í
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A T arsk i lemma b iz o n y ítá s a :
Könnyen l á th a tó ,  hogy a  T arsk i lemmát e lé g  in fim um tartó*^  u l t r a s z ü r ó r e  
b iz o n y íta n i*
J e lö l jü k
egy b elem n e g á l t j á t П b - v e i ,
tnf H - t
4
0 H - v a l ,
-mf A; - t Cb - v e i ,  é s  a  később bevezetendő 
X
in f  D. - t 4* -v e i*
K o n s tru á ln i fogunk egy c e n t r á l t  h a lm az t, mely minden i - r e  ta r ta lm a z z a  
vagy C h - t , vagy egy A .-b e l i  elem n e g á l t j á t .'l Л »
Legyen »0 = ía )
D á |DnU í-ibl
U u í a fti
Minden n - r e  D-n c e n t r á l t  halm az,
m ivel < H, > B o o le -re n d ezés ,
é s
I ha (ЗЬ«А Л) -inf { cln ,-lbj *  0 H
44 И
, egyébkén t.
ső t d  ^ 0 U » m ert
Ab H
é s  e z é r t
ín f { a,~ib i  *  0 H a 4 H b )
* /
D in fim u m tartó  A -b a n  s z e r i n t ) ,  ha  (Vfce A)( В ^  D in f  В 6 D )
b ó l k ö v e tk ez ik , hogy( V b e Ал) í dft)-,b i-0 H
^  H
(VbeA^) dft< H b és  em ia tt
azaz , 0^ m ia tt
00
T ehát (J D i s  c e n t r á l t  halm az, é s  ig y  k ie g é B z ith e tó  u l t r a s z ü rő v é .
h*0 n
00
V iszon t minden U D - t  ta r ta lm a z ó  D u l t r a s z ü r ó  in fim um tartó  A -b a n ,
n=o a
h is z e n
(Vb6A^ i b   ^ D.Ш
rj. e [)
a a Ui u
-b 6 l  k ö v e tk e z ik , hogy 
, é s  ig y
□
1 5 4  -
Az egyen lóséges lo g ik a  v is s z a v e z e té s e  egyen lőségroen tesre .
A következőkben d e f in iá l ju k  az egyen lóséges lo g ik a  egy v á l to z a tá t  (mely 
te rm ész e te sen  csak  fo rm a ila g  t é r  e l  a  I I .2 . - b e n  d e f i n i á l t  <  3fp , к  
lo g ik á tó l ) :
A -fc e C^jO t ip u s u  egyen lóséges lo g ik a  m odello sz tá lya*
\  = í  и  и  k i , А ^ з а »  ■ }
k ié rté k e lő fü g g v é n y e :
\  £ Hóm ( )
o ly a n , hogy minden r € I ~ke
f (r  v \  ^  á { 4еШд ! < V > \ > e  Я }
Az -P p á r t  nevezzük ^ - t i p u s u  egyen lóséges lo g ik á n a k .
4: *
Az egyenlőségm entes lo g ik á t  hason lóan  d e f in iá l ju k :  
m o d e llo sz tá ly a :
V S M
Л-Ь 4  U {<!,!>}
k iértékelőfüggvénye:
h e  H o m ( t y 3 *  , 4 «Ca )
o ly an , hogy minden к G I  ~ ke
h(KV \ V ;  1 4^ a ! <4v ~ > \ > e  3
= i ^  1
Az <4 3fp , Ь >  p á r t  nevezzük egyenlőségm entes lo g ik á n a k .
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Legyen Z — Тк
Ч
form ulák  halm aza:
a  következő négy axiómasémával d e f in i á l t
SS  ^ • •
4J *l
"“im A ~ >
<f “ tt ahol
, ahol
• a  А <p Л
í  “ t  ^ e\  : «L й=Е }
¥ 6 4
o<ir.p e l>
T é t e l «
a . /
W
B iz o n y ítá s :
Y' X
(V ieieYl1)(3 « € Y t )(V(pefi-p ) (  « »  )
”4?
Ad а . /  
Ad Ъ ./
t r i v i á l i s  
Legyen ^  ^
Ekkor ^  И  X. .
Z  v is z o n t pon to san  a z t  mondja k i ,  hogy u n iv e rz á l is
k o n g ru en c ia  az L0 i  s tru k tú rá n *  Könnyen b e lá th a tó ,  hogy egyen­
lőségm entes lo g ik áb an  egy s t r u k tú r a  é s  valam ely  u n iv e rz á l is  
k o n g ru e n c iáv a l v e t t  f a k to r  s t r u k tú r á j a  m eg k ü lö n b ö z te th e te tlen ek  
(ÍA ndr. 72])*  Tehát ^  é s  *ŐL/ m egkülönböztethet lenek*
/(ÖL
V iszon t 6 X  ’
□
Következmény:
□
Moff.ierarzést
A f e n t i  következmény s z e r in t  pl* a t e l j e s s é g i  t é t e l t  e lé g  az egyenlő­
ségm entes lo g ik a  Z e lm é le té re  kimondani é s  b iz o n y í ta n i ,  v is z o n t a  Z  
s z e rk e z e te  o lyan  t r i v i á l i s ,  hogy g y a k o r la t i la g  e lé g  az egyenlóségm entes
lo g ik á ra  b iz o n y í ta n i ;  a  kom paktsági t é t e l t  e lé g  az egyenlőségm entes lo g i -
I
k á ra  b iz o n y í ta n i ,  stb*  A f e n t i  következmény k ö z v e tle n ü l nem mondja k i  pl* 
hogy a Lövenheim-Skolem t é t e l t  vagy az u l t r a s z o r z a t  t é t e l t  e lé g  lenne 
az egyenlőségm entes lo g ik á ra  b iz o n y i ta n i .  M in d azo n á lta l az u tó b b in ak  
kim ondható c ly a n  v á l to z a t a ,  m elyre már v o n a tk o z ik  a  f e n t i  következmény* 
E zt érdem es k ih a s z n á ln i ,  h is z e n  az egyenlőségm entes lo g ik áb an  egyszerűbb 
az u l t r a s z o r z a t  d e f in í c i ó j a ,  n ev e ze te sen  nem k e l l  f a k t o r i z á l n i .
□
•  -
Bármely, az ; У lo g ik a  Z  e lm é le té re ,  azaz az
y '
<C ^  , j-  ^ У lo g ik á ra  é rvényes k i j e l e n t é s  é rvényes az <  ь >  
lo g ik á ra  i s ,  ha a  k i j e l e n t é s  á t a l a k i th a tó  úgy, hogy benne Lö l & Xj. 
s t ru k tú rá k  h e ly e t t  a  nek ik  m egfe le lő  ( 6^ ° h )  k o n g ru e n c ia re lá ­
c ió k  sze rep e ljen ek *
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A lg eb ra i fü g g e lék
I I H .1 T
T éte l*
a * /
b . /
s f  к 
c f  к
- Ж-f SPK
(5)- ог SÍP К
B iz o n y ítá s :  
Ad a * /
(5)
f r j  К 2  .С? SPK ,
m ert К e  SPK
(S)
Oj к
(5)
s  Ctx SíP к ,
m ert
leg y en R 2  5  o ly a n , hogy
Ekkor van  К ) é s  j* '
Legyen Я « 4 < V f ' R'
«■ SPK
Ekkor minden 4 9 U L  - ne
4 'bűi
e IS К és О^з S
Most a  b iz o n y íta n d ó  adódik  ab b ó l, hogy
R - П Q
« e L Ж
□
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П И .2 Т
T éte li
B izon yítást
<  X, y  >  e p ^ K 0
•
C sákkor
S ' f ’ K) 3« ‘ 9 a C sákkor
< «, 3 >  ' c ? V •
□
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T ech n ik a i lemma I I I2 .2 L -h e z :
Legyen cfó e dsf  ^ A e  b  és  j x -  egy-egyértelm ü tran sz fo rm ác ió  cú - n .  
Ekkor
= { ^ : (3a€A)(<V - ' V =<V - 'V íc(Vm4^ ))^ i 'n )i
B iz o n y ítá s :
t\, (a z a z  a  tra n sz fo rm á c ió  kanonikus a la k já n a k  h o ssz a )  s z e r i n t i  in d u k c ió v a l:
1 « / Я 0  - r a
Sr  A * A = {  b : (3z,e A)(Vm)z,m* ^  i
2 . /  п Ч  - r e  
Legyen ^ .
G z6 Cj ЛАХ'/гл + г) z m-  6m] =
G zeA )(« .-6 .& (V m A -i)Zfn-  6m ) }
0
3 , /  F e l té v e ,  hogy к  ^  t i - r e  ig a z  az á l l i t á s :
)  6"° W n A ^ 1 T
ír ^ yufOvM ) U v * (f i+ 0  U A A
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Az indukciós f e l t é t e l b ő l  következően:
(Vm^  V 6m)
X € * ( i^“A «=* (Зх'б4ЛА)(<х'гх’>=<г Z >&(VméU^ i l | ^ ]  T  ír л г ' Л  V 1 4i Л '  / r n  m m
e i^A ^  ( 3 z ‘ e A ) (  x“o= x ; ^ т ^ Х г О
íg y
ó e Sr /. . ,  A csőkké ( 3 * ) Ш ) ( 3 * , " е А )
( &  « * * л К - 4 А
Ь  4 , n ak.> -< V A > 4
de = 6^ d e  (Vit a it  ) z „ = óm )rn fn
Csákkor
( \  -  *; ж * 7*o
A* lAnA*
(g jjg ) & <^ , ,\> fу-'У г<гл г 4 у У /у
&  ( У ш Н ? Л п д ! )  V Zm = Z ! n =
&c
> d c
)
csakker (Зг"еА)Ц_Г,^>=<<,.;х^> de O M t i J V W v O
0 n
Csákkor ( 3 z f e A X < ^ r A > = < <  &  W m^ L a  M i )  ó j  z )V  ' ъ. Го rn '
тгф ДА
□
A TANULMÁNYBAN HASZNÁLT GÓT BETŰK JEGYZÉKE
n A
•Ó
L C
1 F
4 G
к К
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I R O D A L O M J E G Y Z É K
[Andr. 72]
P ro b lé m a o rie n tá lt  n y e lv h ie ra rc h ia  é s  b e á l l i t ó  lo g ik a ; 
Andréka, H. G erg e ly , T. Ném eti, I . ;  MTA KFKI, 1972» 
IV + 122 o .
[A ndréka-G ergely-N ém eti 73a^
0 jazükah vüszsevo p o rjad k a ; Andréka, H* G ergely,T*
N ém eti,1* ; K ib e rn y e ty ik a  (Kiev) m eg je lenés a l a t t *
[A ndréka-G ergely-N ém eti 73b^
P riv e g y e n y ije  m nogoszortovoj lo g ik i ;  Andréka,H . G ergely,T* 
N é m e ti ,I .j  K ib e rn y e ty ik a  (Kiev) m eg je lenés a l a t t*
[Andréka-M .Pajzs-Ném eti 73]
A B oole-a lg e b rá k  m in im ális  d e f in iá ló  n y e lv é rő l;  Andróka,H. 
M .Pajzs,K* N ém eti,I* ; Számológép 7 3 /1 1973 , 59—75 °*
[B e ll 69]
Models and U ltra p ro d u c ts ;  B e ll,J* L *  Slomson,A*B.; N orth - 
H olland  P u b l.C o ., 1969, IX + 322 o .
[cohn 65]
U n iv e rsa l a lg e b ra ;  Cohn,P.M*; H arper and Row Publ*N*Y*,
1965, XVIII + 333 o .
[E nderton  72I
A m athem atica l in t r o d u c t io n  to  lo g ic ;  E n d erto n , H .B .; 
Academic P re s s ,  1972, X III + 295 o*
[G a b rie l 62]
Des c a té g o r ie s  a b é lie n n e s ;  G a b r i e l ,P . , B u il*S oc«Math*F ran ce , 
9o 1962 , З2З -44З o .
-  163
[Hayes 71]
A lo g ic  o f ac tio n }  H ay es,P .; Machine In te l l ig e n c e  6 ,
Edinbourgh U n iv e r s i ty  P re s s , 1971, 495 -  520 o .
[H enk in -T arsk i 6 l]
C y lin d r ic  a lg e b ra s ;  H enkin ,L . T a r s k i ,A .{ L a t t ic e  th e o ry , 
P roc.sym p. in  pure m a th ., v o l .2 ,  ed . R .P .D ilw o rth , Amer. 
M a th .S o c ., P ro v id en ce , I 96I ,  83 -  113 o .
[H enkin-M onk-Tarski 7J
C y lin d r ic  a lg e b ra s  p a r t  I .}  H enkin ,L . M onk,J.V. T arsk i,A .}  
N o rth -H o li and P ubl.C o . 1971, VI -f 508 o .
[Monk 6 ]]
On th e  r e p r e s e n ta t io n  th e o ry  fo r  c y l in d r ic  a lgeb ras}  Monk,J.O.$ 
P a c i f ic  J .  M ath ., v o l . l l  I 96I , 1447 -  1457 °*
[ so n n e r  6 2 ]
The fo rm al d e f in i t i o n  o f  c a te g o r ie s ;  S onner,J .}  M ath .Z e itsch .
80 I 962 , 163 -  I 76 o .
[Z e itsch .7 3 *  H eft 3]
Z e i t s c h r i f t  f ü r  m athem atische Logik und G rundlagen der Mathe­
m a tik . 1973. H eft 3*
Q.UCCIS 6&] I TL
Sur Inequivalence dies ulgkbres cylindriqueb ú  polyadiques j L u cas,T n j  
bull. Soc.M ath. Belg.> vol. 2 0  1 9 6 8 , 2 3 6 - 2 6 3  er..
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D E F I N I C I Ó J E G Y Z É K
jel oldalszám 
a tanul­
mányban
oldalszám 
a könyv­
ben
j e l e n t é s
A=*É> 1 áz A á llítá sb ó l következik Ь á l l í tá s .
5b A 1 27 A részhalmazainak halmaza:
5b A = { X : X =  A1
Döf 1 28 az. j- függvény vagy reláció értelmezési 
tartománya
R , f 1 28 f  értékkészlete
A&B 1 " A és b  "
UA 1 27 UA “ í  x : x e | e A  }
bA 3 29 descartes hatványozás:
BA 1 {f : f=B^A }
f x . f x 3 28 az f függvény X helyen fe lv ett értéke:
1 4 « j  f w
о М , - 3 32 a természetes számok halmazelméleti definí­
cióját használjuk: 0 = , d~ {0l^
A -  В 4 az A ~ В egyenlettel definiáljuk A - t
i
Л
л
3.
ü
4 i  ú { <Л,5>,<!,!>,<34l2 > ,< = i j , l>  ». i j e c о }
m• 5 162 .WO á
5 162 _W0 4 ^
Ж)
4 5 162
d.«0 5 162 A « ® ' « '
"<i
»165 -
j e l o lda lszára  
a  ta n u l ­
mányban
oldalszám  
a könyv­
ben
j e l e n t é s
. w o
/ ) « «
g №
5 162 le v e z e te t t  m űveletek
V 5 le v e z e te t t  m űvelet je le k
- >
д № 6 199
/  л у \
Л X ^  í  í.£u) *• c^x ^  x j
- А 6 "nem A "
A Y /В 6 "  A vagy b  "  ’
% 7
13o az X - e l  g e n e rá l t  sz ó a lg e b ra
7 13o az a lg e b ra  alaphalm aza! $ ^ 0 )
7 68 izom orf
V 7 131 а К  a lg e b ra o s z tá ly  X - e l  g e n e rá lt  sza­
bad k o n g ru e n c iá ja :
O / á f U R e C o V  f y  f c l S K  i
З г , К 7 131 а К a lg e b ra o s z tá ly  X - e l  g e n e rá lt  s z a -
b ad a lg eb rá  ja :  К -
X
8 az A -b a n  sz e re p ló  is m e re tle n  fogalm at 
avval az á l l í t á s s a l  d e f in iá l ju k ,  hogy A ^ B
' ö t S o Ó 0 58 tX  r é s z a lg e b r á ja  cS —nek
CA 9 163 a c i l in d r ik u s  a lg eb rák  o s z tá ly a
(COV IC*) 9 162 a c i l in d r ik u s  e g y e n le te k , azaz
CA =  í  '01 - 'ÜИ (C O )-(C Í)  J
Y X 9 163 az Űi l  - t ip u s u  a lg e b ra  Boole- 
reduktum aí J&"Ül ~ {0 ; Лу'1.}/| XX
* 1 f 9
28 az -p függvény le k o r l á t  ozása  az X 
halm azra: X j  f  ~ 1 * ■&£■)( i
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je l оldalszám оldalszám
a tanul- a könyv-
mányban ben
j e l e n t é s
ÜJ lo 32 a nemnegativ egész számok halmaza: 
to =
-f lo 231 a lokálisan véges cilindrikuo algebrák 
osztálya: Ц ® {l{)leCA s (Vxe<0Q |Д^ xl^-wi
11 1 6 5 az A halmazhoz tartozó te lje s  cilindrikus 
halmazalgebra:
vU)
£. á < ь ь \ п , Л о Г  o f  >
11 165 az halmazbeli komplementálás: 
4 1A)X
r (A)
i 1 1 165 az i -edik dimenzió szerin ti vetités:
( f x  - { ófe“A • (3u,eX)(Vi*jeuj)6j'«;jJ
DiA)
4 11 1 6 5 y *  J
la 11 1 6 5 a halmazalgebrák osztálya:
la  = -S { оСд • A halmaz.
5 11 53 a részalgebraképzós operátora:
S K  d t - «  : “öl £ |e  К J
0ÜJ 11 a lokálisan függetlenül véges cilindrikus 
halmazalgebrák osztálya:
<b = { ЦьЖа, •* (Vbe*Öl^ )(lAoleи»&(б£q ^ I3z£q)ÍV&Ao)\XZ^Í
(Re, 12 171 a reprezentálható cilindrikus algebrák osz­
tálya: <Üsl= (HlSÍP Lf
H 12 63 a homomorf-kép képzés operátora: 
WIK = í-a• X jU |e  КЗ
IP 12 83 a direktszorzatképzés operátora:
PK  á «  ! (3L=K)«* P-Ö j
£* 1 6 3o az X koordinátára való veti t ófüggvény: 
ha Döf, akkor ^-j- = -f(x)
j e l oldalszálm oldalszám j e l e n t é s
a  t a n u l ­ a  könyv­
mányban ben
г  о 16 29 k é t r e lá c ió  kom pozíció ja  ( f o r d í to t t  r e l a ­
t i v  s z o rz a ta ) :
k°(^  ^ í  <b,a> *• (3c)(<c,a>er & <b,c>e q,) ]
Но и 16 67 az Ű  - n  é r te lm e z e t t  homomorfizmusok 
o s z tá ly a :  Но ‘d  -  í f  * 1
г° 17 az к -h e z  t a r to z ó  e k v iv a le n c ia re lá c ió  к
é r te lm e z é s i tartom ányán: k° -  к | к  ^
m egjegyzés: • к 0 - i<X,y>: r* x $ k * y ]
к* 17 2Ö az r  -h e z  ta r to z ó  Sb D or-en é r te lm e z e tt  
függvény, k*X az X halmaz képe к sze ­
r i n t :  r*X -  t  у : X э 1к у }
1? 68 csak  akkor van é r te lm e z v e , ha van o l y a n ^  
hogy -j- e H oíd/Ö ) , é s  ekkor ^ .
V 23 egy kö lcsönösen  egyértelm ű függvény, úgy 
hogy Do VT -  <Jű>
pi 23
a i - t i p u s u  prim form ulák halm aza:
H u•fc tieo) • J
г * 23 28 az к re lá c ió h o z  t a r to z ó  függvény, k ^ X  
az x pont képe r  s z e r in t :  minden xe.Cb r-re
k * x  = í  у : x k y  ]
M. 2 á a  i - t i p u s u  s tru k tú rá k  o s z tá ly a :b
i Db -űNUDö t ,  i
kN 2 á az ír P form ulák  k ié rték e lő fü g g v én y e  az't iN
N m o d e llo sz tá ly b an , К (ф )^  a  Ф 
fo rm u la  ig a z sá g é r té k e  az N s tru k tú ­
ráb an
Horn 2^ 68 az ‘ö t  -b ó l  <£$ -b e  menő homomorf izmus ok 
halm aza
k # 33 ű legnagyobb ekvivalenciarelació, mely késze a z  к elő­
rendelésnek: 
к* - к П к Н
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je l oldalszám 
a tanul­
mányban
oldalszám 
a.könyv­
ben
j e l e n t é s
£ Ч 24 83 az algebrák direktszorzata az 
I indexhalmaz szerint
< fx >**I 24 28 függvények egy megadási módja:
< Í >k^I ~ í <x/^> : xel i
‘ölNcpbJ 25 44 az struktúrában a változók 6 kiér­
tékelése mellett igaz a cp formula
~N 25 45 az N modellosztály szerint vett szeman­
tikus ekvivalencia: =N - (|^)°
Со‘a 26 73 az ({X algebra kongruenciáinak halmaza
iXM 26 az N  modellosztályhoz tartozó szeman­
tikus algebra: íZN = 1? ^
III 
h£
26 jelentésük rendre: ki , Úi *
1 26 68 az izomorf-kép képzés operátora:
I К i  t <0t : <Ü af|e К i
A 32 diszjunktság jele:
A A B < A / | íib- o
4 32 a diszjunktság tagadása:
A / f  В ^  ^ AAb
< 33 szemantikus rendezés a formulákon:
(p < Y ^  (VűeH^) kíp^ — kty^
( f ( V f 3* 169 az a formula, melyet úgy kapunk (p -b ő i, 
hogy minden szabad előfordulását ki­
cseréljük Uj -re , miközben a kötött vál­
tozókat átnevezzük, ha az ütközés elkerü­
léséhez szükséges, fbntosabban lobd J2G dd.
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j e l oldalazám  o ldalszám
a  t a n u l -  a  könyv-
mányban ben
j e l e n t é s
6 (г/o') 3* az 6 so ro z a t m ódosítása  az i  he lyen  
a  —rax ó(i-/ű) " ^ jQ^ 6 ^  j... 3
° / s 35 3o az a elem e k v iv a le n c ia o s z tá ly a  az S 
e k v iv a le n c ia re lá c ió  s z e r in ts  
а/g á 3 *  a
R/s 35
3o az R r e lá c ió b ó l  k é p z e tt  f a k to r r e lá c ió  
az 5 e k v iv a le n c ia re lá c ió  s z e r in ts
% =  { < % ,% >  : <a; b> eR }
3d 38 27 az azonosság  (va^y  egysége) r e lá c ió s
]d  = {<a,d> ; a = c> Í
36 a  szcm antileus e lő ren d ezés  az N m odell-
o s z tá ly  s z e r in t :
[ f  ^  (V<flteN) k(vp^ s  k ( ^
ffci gW
*v«J 28 függvények megadási módja:
9W - i. < f w , 9W > : x£A 3
« > • 6
48
49 68
a  fo rm u laa lg eb rák  o s z tá ly a :
S ' é  И  í  ■ Rg t  £  to 4  i
az °ÜL a lg eb rán ak  homomorf képe a 
a lg e b ra
52 36 véges tra n sz fo rm á c ió  m egadási módja (haA '4) 
akkor az A in d ex e t e lh a g y ju k ):
4 M  -- u ( (^ п У ) 1  n )
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j e l  o ldalszám  
a ta n u l ­
mányban
oldalszám  j e l e n t é s  
a  könyv­
ben
S^, 52 236 a  (Г véges tran sz fo rm ác ió h o z  ta r to z ó
h e l y e t t e s i t é s i  o p e rá to r :  Legyen T 
kanonikus r e p re z e n tá c ió ja  T  ^ 
é s le g y  o lyan  kö lcsönösen  egyértelm ű 
függvény, m elyre T *>1 Д (yu*n U V*n U Ax) 
m ost: S X -  ói?...ó**4 ó£?...ó£*h x
J- K) "íH ”0 IfH
Ha a  T függvény nem tra n sz fo rm á c ió , 
akkor Sj. képzéséhez tra n sz fo rm á c ió v á  
k e l l  k ie g é s z í te n i :  a  k a p o tt tran sz fo rm á­
c ió t  a -fel (Г halmazon é rte lm ez zü k , és 
o t t ,  aho l ^  n in c s  é r te lm e z v e , az 3ol 
függvénnyel eg y ez ik  meg*
r|<V 5*? 28 az к é s  cp r e lá c ió k  r e l a t i v  s z o rz a ta :
к ^  “ {<*,У> '• (3fc)(<X/Oer&<%A)>ec|,)Í
\A(ip) 53 a (p -b e n  e lő fo rd u ló  v á l to z ó je le k  in d e x e i-
nek halm aza
4
i 35 189 az <i,j> d im enziópárhoz t a r to z ó  h e l y e t t e s i -
t é s i  o p e rá to r :
4  * -  c,-( d,j • x )
J s W . - ö ) 53 68 az - b ó l  o($ - r e  menő izom orfizm usok 
halm aza
61 az *0L s t ru k tú rá h o z  t a r to z ó  ig a z s á g é r té k -  
a lg e b ra :
(e ok)*  3L•üt <x R
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j e l o lda lszám  
a  t a n u l ­
mányban
oldalszám  
a  könyv­
ben
j e l e n t é s
i
3
6 3
Л
(3 x )P x  j e le n té s e  a  következő:
и X - e t  úgy d e f in iá l ju k ,  hogy egy
te t s z ő le g e s  de r ö g z i t e t t  o lyan  elem, 
m elyre Px t e l j e s ü l ,  és  a z t á l l i t j u k ,
hogy i ly e n  lé te z ik "
I 6 6 a  D ot szöveget r ö v i d í t i ,  azaz
a  v iz s g á la t  tá rg y á t  képező t  t ip u s  
é r te lm e z é s i  tartom ánya: I  = Dot
<0/4
T
66 a tQ~/j szöveget r ö v i d i t i :  
J í  j
69 a g függvény homomorf k i t e r j e s z t é s e  
az ЮС s tru k tú rá b a :
9 s  E H o m ( \  .‘Cl)
Ю1 ly  s 69 az Ю1 a lg eb ráb an  a  v á l to z ó je le k  g 
k ié r t é k e lé s e  m e l le t t  t e l j e s ü ln e k  az 5
d e f in iá ló  r e lá c ió k ,  i l l *  eg y en le tek
Ctf к 71 147 az I  - v e i  g e n e rá l t  К -sza b ad  kongruens
c i a  3  a l a t t :
c f K  * Ű ÍR eC oSj •• S C R ,  S fy g  1 S K Í
Jff к 71 147 az I - v e i  g e n e rá l t  К-sza b ad  a lg e b ra  S1 a l a t t :
i f  к
á V < * » k
72 azon a lg e b r a -k ié r té k e lé s  p áro k a t re p re z e n -
t á l ó  homoraorfizmusok o s z tá ly a ,  melyekhez 
az a lg e b ra  К —b ó l szárm azik , a  k ié r té k e ­
lé s  p ed ig  t e l j e s i t i  5  - t :
[ f >К ú { g €HoS-j • g‘ V S K > Э °з 3 5
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j e l  o ldalszám  oldalszám  j e l e n t é s
a  t a n u l -  a  könyv-
mányban ben
(S)
Vl к
Ht
R*
5t
Fd r
e f'x
72
75
75
75
75
75
77 28
а  ГГЫ К hom om orfizm usosztály szabadszo r­
z a ta ,  i l l #  az I  - v e i  g e n e rá l t  К -szab ad ­
sz o rz a t 5  a l a t t :
az szó a lg e b rán  é r te lm e z e t t  d e f in iá ­
ló  r e lá c ió k ,  melyek dim enziókor lá ­
tó  z á sá t fogalm azzák meg:
D = { ; q-eI, j€<*>4*(ftM)}
a  h e l y e t t e s i t é s i  k a p c so la to k a t megfogalma­
zó d e f in iá ló r e lá c ió k :
Ht *  í ( w 4 \ 1=(' i j ^ « 1 V v V *е1д “о , Н
az $fb sz ó a lg e b rán  é r te lm e z e t t  d e f in iá ló ­
it 4
r e lá c ió k :  U
a h e l y e t t e s i t é s i  v iszo n y o k a t kényelm esebben 
kimondó d e f in iá ló r e lá c ió k :
A  ~ í  4 4 » -% *  ; 4бГ, ге“м '
az h e l y e t t e s i t é s i  o p e rá to r  argumentum­
t ó l  f ü g g e t l e n i t e t t  a l a k ja ,  m elyben И he­
l y e t t e s í t i  Д х - e t *  Az d e f in í c ió j a
úgy n y erh e tő  S ^  d e f in íc ió já b ó l ,  hogy Дх -  
e t  m indenhol k ic s e r é l jü k  H - ra *  Ha O' ^ 3d, 
akkor H - Jd
az k reláció tartománya a legkisebb olyan 
X halmaz, melyre k — 2X 
f t k ^ D o k U R c j k
az X — ^ í e halm azzal g e n e rá l t  r é s z a lg e b ra  
({X -b a n
78 61
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j e l o ldalszám  a  t a n u l ­
mányban
o ldalszám  
a  könyv­
ben
j e l e n t é s
3 ! 7 0 "van  egy é s  csak  egy”
i 0 5 az 5tj. e lső ren d ű  nyelv  k i é r t  éke 16 függő­
vé nye
a * * 9 0 az t - t i p u s u  a lgeb ráb an  a g 
k ié r té k e lő  függvény t e l j e s i t i  a 
d im en z ió k o rlá t o z á s t :
4,\= i (V <r)n > e i) ( \ /á 4 a ) í^ íU f  Í B - r s t}
О ®  к 9 0 3 4 8 az I  - v e i  ’g e n e rá l t  К -sza b ad  kongruencia  
a  t  d im en z ió k o rlá to zás  a l a t t i
í ( j . a v - r ’.
* ® K 9 0 ■ 3 48 az I  - v e i  g e n e rá l t  К -sza b ad  a lg e b ra  
a  t  d im en z ió k o rlá to zá s  a l a t t :
* ® k  á  Ч - К
/ к 9 0 azon g e M o ^  horaomorfizmusok szabad­
s z o rz a ta ,  m elyre -S К э о>*^\ 1Щ ^  
a fo rm á lis  d e f in ic ió  ana lóg  Cr К 
d e f in íc ió já v a l
X 9 ^ az <C У v á lto z ó  je lm en tes  e ls ő ­
rendű  p red iká tu m k alk u lu s  szem antikus
,  j _  d piо
elcvi v a le n c ia  ja :  ~ ~ %
* p•kЧ
9 0 a  fü g g v é n y je le s  e lső ren d ű  p red iká tum kai-1 
k u lu s  fo rm u lá inak  halmaza,- (  К -  I  
a  fü g g v en y je lek  halm aza)
M1 1 3 0 azon s t ru k tú rá k  o s z tá ly a ,  melyek r e lá c ió -
j e l e i  I -b ő i  szárm aznak. Á tnevezés ere­
j é ig  az ö sszes  o lyan  s t r u k tú r a  M1 -h ez  
t a r t o z i k ,  melynek I I I  - n é l  kevesebb r e l á ­
c ió m  van:
И1 ® í  Л  : D o A L - I U d  i  = U
-  m  -
j e l o ldalszám  
a ta n u l­
mányban
о ldalszám  
a könyv­
ben
j e l e n t é s
] ^0 a  t ip u s fü g g e t le n  e lső ren d ű  lo g ik a  k ié r té k e ­
lő  függvénye
m ;
v r ía>
132 a  leg k iseb b  ^  ^  ^  У -b e n  a x io m a tiz á l-  
h a tó  m o d e llo sz tá ly , mely ta r ta lm a z z a  M ^ -t.
133 függvény, mely minden Ъ — -h o z  hozzád-
r e n d e l i  a z t  a  r e l á c i ó t ,  melynek ig a z s á g é r té -
N1
ke В :
(д\ 1 1 , ki 0
VR -B •  j A , ha B* ^  
{(идсг,)ь')']б ! 46 £>}, egyébként
134 az Ml  m o d e llo sz tá ly  lényeges ré sz e s
NX = { Ф М 1 : (V r e f l  <a,=  VRW^ ( r )  J
r <JL
% 136• az <C V, У t ip u s fü g g e t le n  e lső re n d ű
lo g ik a  szem antikus e k v iv a le n c iá ja *
*  4i °
Ц П 134 164 az ‘ÜL {, - t i p u s u  a lg e b ra  d i agonáIm éntes
re d u k tim a :
i f  «а = « а
Ho( ) 167 6g az. Ä - b c J ^ - r e  menő homomor-(izmiisol< halmaza
b n M f i) 137 az *01- bot oóT- k  menő izomorfizmusok halmaza
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I .
Előzmények
T A R T A L O M
I # l #  H a lm aze lm éle ti k é rd ések
I«2* A lg eb ra  foga lm a, i - t i p u s u  a lg e b rá k , sza b ad a lg eb ra
*űt egy t^ío-tipusu struktúra (Db'Ö^IlM Sc (Vj6l)<0L в  )
A  ^ íŐLo az <б/С alaphalmaza
A l/robra egy s t r u k tú r a ,  ha  r e l á c i ó i  függvények 
Z  d e f in í c i ó j a ;  3t- , К é s  Cr К d e f in í c i ó j aд Л Л
A tanu lm ány  so rá n  csak  l - t i p u s u  a lg o b rá k a t v iz sg á lu n k , t e h á t  az a  
k i j e l e n t é s ,  hogy ’’mindon К a lg e b ra o s z tá ly ra ” , a z t  j e l e n t i ,  hogy 
"m inden £ - t i p u s u  К a lg e b r a o s z tá ly r a ” #
Az Z  - t i p u s u  a lg e b rá k  egy f e l i r á s i  módja:
' Л 1 ' V  */
1 .3#  N eveze tes  Z  - t i p u s u  a lg e b rá k
CA f Lf , «Гд , 3(x , Xtf* és  fit d e fin íc ió ja  
f it  -  S P  ЭСоь -  WISP I f  9» CA
1 7 6  -
I I .
Logikai é s  c i l in d r ik u s  a lg e b ra i  e lő k é s z ítő  v iz s g á la to k
T A R T A L O M
I I .1 .  A lo g ik a  fogalm a
I I .2 .  Az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s
I I . 3 . Gödel t e l j e s s é g i  t é t e l
I I .4 *  R e p re z e n tá o iő té te l
I I . 5 . A fo rm u laa lg e b rák  é s  ha lm aza lg eb rák  k a p c s o la ta
177
И Л .
A lo g ik a  fogalm a
T A R T A L O M
I ld . lD i  L ogika az к
le (VxeM)ex. b H oy >)
I ld .lM t M ilyen m eggondolások a la p já n  v á la s z to t tu k  e z t a  lo g ik a -fo g a lm a t.
P é ld a  a r r a ,  hogy (V ^GM) 6 Но ^  nem h e ly e t t e s í th e tő  It6 H o ^ -e l<
m .2D l <  Í \>  еЗуивг'Ш *"
ekvivalens ^
■ K Í - 
K Í  - 4
&  (3  rekurzív k j-g , &  Ь2-  V  9 ^
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I I . 2 .
Az e lső re n d ű  p red ik á tu m k alk u lu s
T A R T A L O M
M
Az e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s  < Í t í , , к * У f ah o l
%
*0" az egeez d o lg o za t fo lyam ára  r ö g z í t e t t  0 0 -n  é r te lm e z e t t  k ö lc sö ­
nösen egyérte lm ű  függvény 
d 00
e 4 ü u ' л х Л м
Tip -Ъеп a  szokásos e g y s z e rű s í té s e k e t  h a s z n á l ju k .
kN e  Hornig . J g f t )  j k\ г ц . . . ^ )  < ti^ A •
a  " t - t ip u s u  s t ru k tú rá k  o s z tá ly a
II2.1M s Homomorf függvényeket szabad g e n e rá to rre n d sz e re n  adunk meg.
ö t  h  tpC-bl 6 «  l<*(
-  (kN ) °
ii2.1T: <p =ы *y  «=» ( ( töí.h=tfGb] ^  ‘Ö Í H i p K l )
1X2.2T: - N 6 С Ь %
%
Az M in d e x e t á l t a l á b a n  e lh a g y ju k .
H 2 .3 T : Щ, /  e CA
II2 .2M : Az i t .k a ik .  a  B o o le -a lg .k  s e g í ts é g é v e l  f e l é p í th e tő  av v a l an a ló g  módon, 
ahogyan a  o i l in d r ik u s  a lg .k  s e g í ts é g é v e l  f e l é p í t e t t ü k  a  p r e d .k a l k . t .
Gödel t e l j e s s é g i  t é t e l
T A R T A L O M
II3.1D S 
113.4L :
И З .  2D:
D Äupr^mumtario A” ban «*=* (V 6>€Л )C óap ß ® D )
■» (3D)
D ultru&zúroje ^ц-пак  
D szuprémumfcűrió A -  ban 
. D 3  a
ßoo)e-rendezés
A G5bH, lAkca 
a  e  H4 t ^ f  H }
f  ^  ^  ( W 9  M q ^  -  ’M
: ф -Ъ еп “t f - t  ö ssz e s  szabad e lő fo rd u lá sá n  k ic s e r é l jü k  i £ - r e .
I I3 .4 T :  egyen lőségm entes lo g ik áb an  
^ / e Boole-rendezés
€ %Л .
V  6 1  % .
e 4<tp flpftij/tjVj6“}
A t é t e l  b iz o n y í tá s a  so rán  h a s z n á l t  lemmák:
("срЛу € UD e ^D
D ultasiiróje ^  -nők 1=»- 1<P 6ÜD ** <p U^D
D Szupremumtarü {{iflijj/^ yíiiíi^ ipeFJ-btn J Ipe^ p «-* (]j ip^ /y^UD
_____  I _____ - -^ (]«0((p eUD «-* v e k(^)
EgyenlŐBéges lo g ik áb an  s^ -n ek  még a z t  i s  k i  k e l l  f e j e z n i e , hogy 
u n iv e r z á l i s  k o n g ru e n c ia .
I I3 .2 L :
I I3 .3 L :
II3 .1T K :
II3 .4M : Néhány sz inon im a.
II3 .2M : A ^  r e l á c ió  egy m á s fa jta  e l ő á l l í t á s á t  i s  s z o l g á l t a t j a  a  t é t e l .  
П З.ЗМ : A t é t e l  h a s z n á la ta  k a lk u lu so k  te l je s s é g é n e k  e l le n ő rz é s é re .
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I I . 4«
R e p re z e n tá c ió ié te l
T A R T A L O M
Q  -  IHI { * -t topUÖ ]
II4 .1T » » Lf
A b iz o n y í tá s  so rá n  f e lh a s z n á l t  d e f in íc ió k  é s  lemmákt 
Minden oCe  Lf -h e z
« .e  Ho(5fó,*C) i x (x ih „ .u  ) -  Sr  .. . x
v  ' ^  V i  M V ' i W W ű
V fy) а  Ф-b e n  e lő fo rd u ló  v á l to z ó k  in d e x e in e k  halm aza
114 . I L 1 Д  x(<p) V tp )
a (  (p(i!j/ij)) =  б |  rfcCtp)1X4.2Lí
181 -
115ЛТ1
H5.1M«
I I . 5 .
A fo rm u la a lg e b rá k  é s  ha lm azalgeb rák  k a p c so la ta
T A R T A L O M
SP  <T -  S P  <úr
A t é t e l  a  fo rm u la a lg e b rá k , i l l .  lo k á l i s a n  f .v é g e s  c i l .h a lm a a -  
a lg e b rá k  egy-egy  r e p re z e n tá c ió tó te lé n e k  i s  f e l f o g h a tó .
I I 4 . iT , I I 5 . iT K í  SP la  - SP If
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I I I .
Az e lső ren d ű  p red iká tu m k alk u lu s  a lg e b ra i  v i z s g á la t a .
T A R T A L O M
I I I . l .  A lgeb ra i d e f in io ió k  é s  t é t e l e k  (b iz o n y ítá s u k  a  függe lék b en )
I I I •2 . Az < $tp , к У lo g ik a  szem an tik á ján ak  t i s z t á n  a lg e b ra i  e l ő á l l í t á s a
I I I . 3 . V á lto zó je lm en te s  e lső re n d ű  p red ik á tu m k a lk u lu s
I I I . 4* A d e f in iá ló r e lá c ió k  szükségessége
A fe je z e tb e n
I  * Dói  • J Л  * t  -  4
' T
-  183 -
I I I . l •
Algebrai definíciók és tételek
T A R T A L O M
A definiálórelációkat (5) egyenleteknek is ,  és relációnak is  
tekintjük*
^  e , ■ a) ; Db3 1 4 ' *  я
‘öt  I f  5
d< -'=» S e
i f  к , c f К definíciója
J e l ö l é s : ..й )к
d (S)
***I 1 ahol I  -  ű í d
. . . J  к
d (0)
. . . J  К
js> „ 
a.) 5fj К “ S-j SPK
h) 4 ' к r (S‘  4 SPK
г®  к  - { ^ « Щ S , 3 6 rA , Ö té К }(5) „ i
К “  <  <  3* >«ij®k ^«T ij
(S) 1/ о =
f t  K
c £  к1 1 И .2 Т :
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I I I . 2 .
Az lo g ik a  szem an tiká jának  t i s z t á n  a lg e b ra i  e l ő á l l i t á s a__  "t* _ _
T A R T A L O M
III2 .1 L I  (\tóeCA) Ij с в  f f  St  )
III2.1UC» Г®*' CA s  Г(^  CA
XII2.2LI Л-^^ílf Rt =*> Ol’fltAMj <^ *к - ^
III2 .2L K : a.) ( v g e Г(К^  ü r ) ( 3 ! ^ÖLe ) ■ j^ « k  -  g
b.) (V'ÖLeM, ) (3! деГ°Чйг) §д°к -  g
III2 .1M : M ,-t é s  Г ^ А г - t  a z o n o s ít ju k  a  f o n t i  m e g fe le l te té s  s z e r in t  .
(Ö\
1112.1T> к  -  p ■ * Jjj-
_(Rj) . .ni2.m> a.) s  * w> CA
Ц $ ь /  -  CA
III2 .2 M : Rj. s z e rk e z e te  a lg e b r a i la g  lé g b ő lk a p o tt :  a  következő  f e je z e tb e n  
s e g itü n k  ezen .
1B5 -
Ш .З .
V álto z ó je lm e n te s  e lső re n d ű  p red ik á tu m k alk u lu s
T A R T A L O M
III3 * iD s  A v á lto z ó je lm o n te s  e lső re n d ű  p re d .k a lk *  , aho l
-4  6 Hom( S j  ( J V T A )  ; U ^ A ' ^ d « ^ }  .
I I I3 .1 L «  -6.* -  к*  Ц ,
I I I 3 ЛЫС: <3tj^ , k >  ekvivalens < , 4  >
III3*1M : Az In  n y e lv  k i f e j e z ő e r e je  te h á t  m egegyezik az In, nyelv  k i f e je z ő e re jé v e l
* 4
I I I 3 *2D: a) t  <==* (V rel ) ( V i ^ t ) CiQ * q
ь  Г ШК í  1 4 '  « I r t .  w o
C.) Зг ^  К stb*  h ason lóan
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III3*3M : A lo g ik á t  mostmár b e v e z e th e tjü k  egy t i s z t á n  a lg e b ra i  k o n stru k c ió k én t*
*  4 V
Ш3.1ТК» a, =* s  Ci-| CA
b.) Ц/ =  F  ’ CA
1113*414: Az i t . k a l k . t a u t • fo rra* a lg * ja  a  szabad  B o o le -a lg * í a  t - t i p *  p red .k a lk *  
ta u t*  fo rm * a lg * ja  a  " t-v e l d im * k o rl* tt szabad o i l .a lg *
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e l ő á l l i t h a t ó k  rö v id i té s o k  b ev e ze té sév e l*  
b.j Az e lső r*  lo g ik a  e k v iv a le n s  v á l to z a t a i  so k o ld a lú  re n d s z e r t  képeznek*
C) Be le h e t  é p i t e n i  sza b á ly o sság o k a t a  nyelvbe ( adekvát nyelvek)
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IIX3.9M : A f e lh a s z n á l t  eszközök szü k ség e sség é t a  k ö v .fe je z e tb e n  b iz o n y l t ju k .
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A d e f in iá ló r e lá c ió k  szükségessége
T A R T A L O M
I I I 4 . i T :  Van ■fc t ip u o ,  m elyre
C '^CA
4 a.) Cr Á  C^UH,)CA
С4 ш) O' 
СP  CA
Hb.; Or CA <= Crft) CA
I I I 4 . 2T1 Ha i - 0  , akkor
G^CA
Ha) 0- a  (II Öl Л
*
%  O-jCA =  Cr( t )  CA
Ha i  9^  0  » akkor
г ( ф гдCA
*
la ,  Crp C A Í№  Ck‘%
2Ь ., Ct-j. СА СгШ СА
I I I4 » ‘1M: Az £ t ip u s h o z  rag aszk o d v a  nem lehet = - t  egyenletekkel megadni:
III4 * 3 T : N incs (■£ —t ip u su ) К algebraosztály, melyre
a. ) -  = К , vagy
b. ) «  *  o x k
III4.2M -. ~  ( 3 K ) (  №  СЛ -  G-p К V CA -  С); К )
I I I 4 .3 M »  t  *  0  üdekor ( 3 K )  ■  = Ct pK Csákkor ( 3 K ) ^ ‘ O j K
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T ip u s fü g g e tle n  e lső re n d ű  lo g ik a
T A R T A L O M
IV .iD t A t ip u e fü g g e t le n  lo g ik a  , aho l
Mr * U, M.-U‘<0 t
-le G Нот( Ц  , JP ,.C A ) , -  {  *e“A > (3r£u>) ^ 4 6 ^  J
IV .lT i <  Sfj , -lel1 >  = <  ' 4  >
IV .И «  A -fc -tipusu  lo g ik a  v isszavezethétŐ G óge a  t ip u e fü g g e t le n  lo g ik á ra .
IV .2D« f 0  , ha B - 0
VR(A) B ) A - hQ b " “ A
 ^ í  (UA A t í 'j  ó  } óGbJ , egyébkéht
IV#3D: N1 *■ { Ф М 1 : ( V c ^ D ^ - V R ^ 'W ^ J
iv .dL : (V 'öteí^X B lcóeN 1)
IV .2T: (1 t ) °  B
IV.3T: 'le * f >r <Lr
IV .4D: ^  ^  1e°
IV.3TK: ^  =  Gtj. dQr = 0 £ Lf = Qj 3Ccl e  Ль т4 Ol CA
IV.2M: 'ló ^ -h o z  nehezebb k e z e lh e tő  k a lk u lu s t  t a l á l n i .
IV.3M: A t ip u e f ü g g e t le n  lo g ik a  a lg e b ra i  sz e rk e z e té n e k  ö s s z e h a s o n litá s a  a  
b - t i p u s u  v á lto z ó je lm e n te s  lo g ik á é v a l .
IV .4M: A t ip u s f ü g g e t le n  lo g ik á b ó l k i in d u lv a  hogyan le h e t  e l j u t n i  a  függvény- 
j e l e s  lo g ik á ig  ( r ö v id í t é s e k  é s  e lm é le tek  b e v e z e té s é v e l) .
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